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The weighted mean is a mathematical model widely used in two-dimensional interpola-
tion. A statistical analysis of the standard errors produced by this model when interpo-
lating gravity anomalies is the subject of this work. The sampling was carried out by ran-
dom search on a population of gravity stations. Subsequently the Bouguer anomalies of
the sampled points were interpolated. The differences between the observed and the in-
terpolated anomalies constitute a random sample for which it is postulated the normal
probability density function. The statistical validity of this postulate is submitted to pa-
rametric and non-parametric hypotheses testing. The results show that threre is no sys-
tematic errors in the sample and that the variance depends strongly on the number of

points used in the interpolation.

INTRODUGAO

Um conjunto de dados gravimétricos resultante da
medi¢cdo normalmente apresenta uma distribui¢do geografi-
. ca irregular em seus elementos. Mas, por razGes de ordem
pratica, nas aplicagBes do método gravimétrico é preferi-
vel uma distribuigdo regular, ja que esta:

= permite a identificagdo e o acesso direto a qualquer
elemento,

= simplifica a representacdo do campo no plano e no es-
pago, e

- torna-se necessaria na utilizagdo de técnicas numéricas
de analise e interpretagdo.

A obtengdo de um conjunto com essa distribui¢do re-
gular, a partir do original, consiste na interpolagdo dos seus
elementos.

Por constituir um modelo matematico relativamente
simples, a média ponderada é muito utilizada nessa interpo-
lagdo. Pouco se sabe, entretanto, sobre o comportamento
estatistico do erro padrdo produzido por esse modelo.

Uma analise estatistica dos erros padrdes associados
aos residuos, obtidos na comparagdo de anomalias interpo-
ladas com as originais, constitui o objetivo deste trabalho.

MODELO MATEMATICO

A média ponderada, como modelo deterministico, foi
sugerida por Bjerhammar (1973) e tem sido usada na inter-
polagcdo de alturas geoidais (Kaersley, 1977; Balmino et al.,
1979), altitudes topogréficas {Davis, 1973) e anomalias gra-
vimétricas (Kassim, 1980; Sinkel, 1980).

A interpolagdo com este modelo consiste em calcula:

as anomalias Agi, nos pontos P; (i = 1, ..., n), utilizan-
do as anomalias conhecidas Agj-, nos pontos mais proxi-
mos P (j = 1, ..., m), com pesos proporcionais a funges
das distancias {dij) entre Pi e Pj (Fig. ).
Simbolicamente:
m
ji==
Agi = p (1)
m
> p::
=g
com os pesos dados por
h _v
Pij = [(xi—xj) +(Yi_Yj)2] 2 (2)

O modelo expresso em (1) envolve duas constantes arbitra-
rias: m, que representa o nimero de anomalias conhecidas
utilizadas na interpolagdo de cada ponto, e v, que é o ex-
poente vinculado aos pesos.

A variancia associada a anomalia interpolada (029 )
i

provém de duas fontes independentes, isto é, da represen-
tacdo (0:_) e da observagdo (oé ). Entdo, usando a lei de
i

i
propagagdo das variancias, resulta

2 = 2, 2
o = g + o (3)
Ag; 5 i
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Figura 1 — Esquema de interpolagéo.
A variancia da representagdo é expressa por
m
) pij (Agj —Agi)Z
T
2 = (4)
ri (m-1 3
m —
>, pij
=1

a variancia da observagdo é obtida com a propaga¢do das
variancias dos valores observados

2 = 2 2
0°i ( aAgj ) UAgJ'

que, com {1), toma a forma

m
2 2
'E;‘I Pij 0Ag-
o, e i ‘ (5)
2
(.E pij)
=1
com
o2 = 0% + {(co,.)?, (6)
Agj 9 hj
onde ¢

9h
observada e 3 altitude respectivamente, O fator ¢ depen-

de do tipo de anomalia. Para a anomalia Bouguer lp=
267gcm™3)

. e of.l_ s80 as varidncias associadas 3 gravidade
J

ag

Cp = 57—~ 2mkp = 0,1967 mGalm ™,

onde g é a gravidade observada, k é a constante gravitacio-
nal e p é a densidade adotada.

AMOSTRAGEM

Um conjunto com cerca de 750 estac8es gravimétri-
cas, distribufdas nas regides da Grande S3o Paulo (Sa &
Blitzkow, 1984) e Baixada Santista, constitui a populacdo
para a analise estatfstica (Fig. 2).

Essas regiGes tém caracteristicas topograficas distin-
tas. O relevo dominante na primeira é o planalto e na segun-
da é o litoral. Mas ambas chegam a Serra do Mar, onde a va-
riagdo em altitude ultrapassa 1000m. A variagdo em anoma-
lia Bouguer, incluindo as duas regides, é de aproximadamen-
te 50 mGal.

Para amostragem, as estacdes gravimétricas s3o arma-
zenadas em disco de computador e, por busca aleatoéria, é
obtida uma amostra com 150 registros, contendo os se-
guintes dados: coordenadas da estagdo (x;, yi), anomalia
B ouguer (Agi) e variancia (02 ). A anomalia interpolada

Agi

(Agi) é obtida com a expressdo (1) e a respectiva variancia

(ogg.) com (3}, usando os dados da mesma populacdo
i

(Fig. 2). O residuo é expresso por

v;=Ag; — Ag; (7)

e a propagagdo das variancias proporciona o erro padr3o.

TN o~ = e
ovi UAgi + UAgi (8)

Portanto, o conjunto dos residuos

L W 7 S (9)

aos quais correspondem os erros padrdes

3, = {6V1,ov2,...,6vn} ; (10)

representa a amostra para a andlise estatistica neste traba-
lho.

Para uma interpolagdo perfeita, a populacio dos resi-
duos tem média conhecida, isto é, My, = 0. Na pratica, en-
tretanto, ela representa uma populagdo para a qual se pos-
tula a fungdo densidade de probabilidade normal. Assim, a
funcdo que se postula para a amostra também é a normal
N(,uv, sé), onde My ¢ a média da populagdo e 5\2/ é ava-

ridncia da amostra. A validade estatistica desse postulado,
entretanto, deve ser testada e, para isso, é necessario cal-
cular os parametros amostrais. A média tem a expressdo

n
v=— 3 V- (11)

e, com esta, se calcula a variancia
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1 n
st = —— X

v (n—1) i=1 (12)

(v, %)%,

onde n é o nimero de elementos da amostra.

TESTES ESTATISTICOS

Os testes estatisticos permitem verificar se:

= a funcdo densidade de probabilidade postulada para
a amostra é apropriada,

- os valores estimados dos pardmetros populacionais
sdo confiaveis, e

— os valores_estimados desses parametros sdo consisten-
tes com seus valores conhecidos {a priori} se estes fo-
rem disponiveis.

Uma sentenga quantitativa sobre a fun¢do aensidade
de probabilidade postulada e um pardmetro populacional
constituem uma hipotese estatistica. Para um valor parti-
cular desse parametro tem-se a hipdtese nula (H ) & qual se
associa a hipbtese alternativa (Ha), tal que Ha #+ H,-

105

Teste para rejei¢do de resfduos andmalos

Este teste examina separadamente os elementos da
amostra para identificar e excluir aqueles que sdo estatis-
ticamente incompativeis com os demais.

A funcdo densidade de probabilidade postulada para
v éanormal N(u,, s\zl), Entdo, usa-se a hipotese nula

4 2
HO J Vi S N(IJ‘OI SV)

(o = 0)

O teste consiste em calcular a estatistica ( Vanicek & Kra-
kiwsky, 1982).

v — U,

Sv

= (13)

e comparé-la com a distribuigdo de Student, com n—1 graus
de liberdade e ao nivel de significancia . O intervalo de
confianga é expresso por

Mo — jl_)<vi</.10+

Sy € t(n—1, 1 -

ts ¢ t(n—1,1—%), (14)

23°15' |— =
30' |— 5
45' |— g
LEGENDA
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Figura2 — Distribui¢do geografica das estages.
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onde ¢ é um fator de escala. A rejeicdo de H, indica con-
tinuacdo do teste.

Teste para a média da amostra original
O teste da média permite verificar a existéncia de er-

ros sistemdticos na amostra. Neste caso, a hipotese nula é
expressa por (Mikhail & Gracie, 1981).

=5 (15)

com o intervalo de confianca

Sy

o= = g &< g+

vn

S
e et o B o §5 (16)
\/—n—(n 1,1 2}

Portanto, a rejeicdo de H, ao nivel de significancia «, signi-
fica que v ¢ estatisticamente diferente de Ky,

Testes para a média e a varidncia da amostra padronizada

A varidvel aleatoria associada & amostra padronizada é
expressa por (Vanicek & Krakiwsky, 1982)
w = VO—% (17)
v
Entdo, se v tem distribuigdo normal, w tera distribuicio
normal reduzida N(0,1) e esta também deve ser testada.

Para isso, é necessario calcular a média

1 n
i=1
e avariancia
1 n
T A ) (wi—v_v)2 (19)

Assim, pode ser formulada a hip6tese nula

Hy t By = Mo,
com a estatistica

Rt (20)
Sw

vV

e o intervalo de contianga

Sw _
o — — t )<w<p0+

a
=iy 2R
\/F (n ! 2

iy WV | @ (21)
n

No teste da hipotese nula para a variancia, resulta

m pmpl gD 2
H, : Ow= 9% (Oo 1)
na qual se usa a estatistica
2
ns
X' = —X . (22)
o
o

com o intervalo de confianca

2 2 2Ly 2 )
X' (n—1, %)% %0 X'(n—1,1-2

2
—_—— <52 & — (23)

n n
onde x? é adistribuicdo qui-quadrado.

Um teste alternativo para a variancia consiste em cal-
cular o percentual

n;
P =—— 100, (24)
n
onde n, é o nimero de elementos para os quais |w|< 1,
e comparé-lo com o valor tedrico da distribuicdo normal re-
duzida (P = 68%).

Teste para a aderéncia

A fungdo densidade de probabilidade postulada para
a amostra é a normal N(uv, s\zl). Para testar a validade des-

<

se postulado é necessario transformar v na variavel padro-
nizada

N
z=—“i_. (25)

Sw

v

Nestas condig8es, z tem distribuigdo normal reduzida e o
teste qui-quadrado ¢ utilizado para verificar a aderéncia da
fungdo postulada. Representando por g{v) a distribuigdo
empirica e por f(v) a distribuicdo teérica, a hipdtese nula
€ expressa por

H, : glvl = flv),

com a estatistica
n —

= z (26)
m K
e o intervalo de confianga
2 2
0 <X" <X'k=1,1- ) (27)

— -,
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onde g9; e fi sdo as freqliéncias observada e esperada res-
pectivamente, e k é o nimero de classes.

Teste para a curtose

A curtose representa o grau de achatamento de uma
distribuicdo usualmente em relagdo a normal. O coeficien-
te de curtose, para n < 200, é expresso por {Snedecor &
Cochran, 1973)

n
Y Ivi—VI
i=1

O = ————————— (28)

ank

onde m é o momento de ordem k em relagdo a média e
tem a expressdo

(v, ~v) &
:
m = —— (29)

IIt4 32

sendo n o nimero de elementos da amostra.

Segundo o valor numeérico do coeficiente de curtose,
uma distribuicdo pode ser: mesocurtica, se oy = 0,7979;
leptocurtica, se ag < 0,7979; ou platiclrtica, se oy >
0,7979.

Teste para a assimetria
Uma distribuicdo pode ainda apresentar assimetria em

relagdo 3 média. O coeficiente que a caracteriza tem a ex-
pressao

o, = T — (30)

Neste caso, a distribuigdo pode ser: simétrica, se
a; = 0; assimétrica d esquerda, de a; < 0; ou assimé-
trica & direita, se a3 > 0.

Os valores de a; e oy, para n < 200, em geral sdo

pouco representativos.

RESULTADOS

O modelo matemético expresso em (1) envolve duas
constantes arbitrarias, isto é, o nimero de anomalias co-
nhecidas, utilizadas na interpolagdo de cada elemento da
amostra (m), e o expoente vinculado aos pesos (V). A ané-
lise estatistica, neste caso, tem dois objetivos: indicar os
valores numéricos de tais constantes e verificar se os resul-
tados obtidos com esses valores sdo estatisticamente con-
fiaveis.

Para diversos valores de m e v, utilizados na inter-
polacdo dos elementos da mesma amostra 0 teste para a
aderéncia ao nivel de significancia de 5%, indica um va-
lor inicial para o expoente v = 1,5. Com este, ¢ obtida
a Tabela 1, incluindo diversos valores de m.

O mesmo teste, aplicado ao resultado da Tabela 1,
indica o valor numérico m = 10, que ¢ utilizado na obten-
¢do da Tabela 2, para verificar o valor inicial de ».

A Fig. 3 mostra os valores observados e o tebrico da
distribuicdo X* para v = 1,6 (Tabela 1), e a Fig. 4 mostra
esses valores para m = 10 (Tabela 2}.

Os parametros obtidos e os testes estatisticos realiza-
dos ao nivel de significancia de 5%, que correspondem aos
valores numéricos estatisticamente mais adequados para as
constantes arbitrarias {m = 10 e v = 1,5), estdo na Tabela
3. O histograma das freqliéncias relativas dos residuos pa-
dronizados (z) esta representado na Fig. 5.

O processamento foi realizado com o computador
Burroughs B-6900 do Centro de Computagdo Eletrdnica
da USP. O tempo gasto na amostragem, ordenagdo e in-
terpolagcdo (T), em segundos, é dado na Tabela 1 e estd

Tabela 1 — Pardmetros e testes estatisticos para U = 1,5.

= — 2 2

& v Sy w S P X a, o, T

Teste Teste Teste 68 Teste 0.0 0,7979 (s)

4 0,17 1,69 0,12 296 53 15,72 0,1176 0,7322 11
A A R R

8 0,19 . 1,76 0,16 3,31 45 7.83 --0,0479 0,7455 13
A A R A

12 0,22 1,77 0,21 390 43 9,41 - 0,0397 0,7382 16
A A R A

16 0,18 1,88 0,18 496 42 12,65 —0,2039 0,7241 20
A A R A

20 0,18 1,91 0,21 5,29 40 14,96 —0,1987 0,7248 25
A A R R

A = aceita Ho e R = rejeita Hyp para n =150 e & = 0,05.



112 Interpolagdo de Anomalias Gravimétricas

.

Tabela2 — Pardmetros e testes estatfsticos para m = 10.
v s w s2 P 2 o o
v % v w X 3 q
Teste Teste Teste 68 Teste 0,0 0,7979
1 0,16 1,90 0,13 439 43 654 —-0,1712 0,7386
A A R A
2 0,19 1,74 0,17 3,72 43 5,98 —0,0252 0,7323
A A R A
3 0,19 1,73 0,15 417 48 1492 —0,0001 0,7317
A A R R
4 0,18 184 0,15 459 48 2281 0,0667 0,7286
A A R R
5 0,18 1,76 0,17 4,89 45 20,26 0,1425 0,7264
A A R R
A = aceita Hy e R = rejeita Hy para n =150 e @ = 0,05.
Tabela3 — Parametros e testes estatfsticos para U =1 5 em=10. 25 L—
2
X
v w s&, P X2 o] o
s 3 4
Teste | "V | Teste | Teste | 68 [Teste| 0.0 0,7979 20 =
020 |1,75| 018 | 359 | 43 | 6,04 | —0,0148 | 0,7387
A A R A
'S Cvator_critico _ _ £
A = aceita Hyp @ R = rejeita Hy para n =150 e & = 0,05.
10
5 —
25 }-
XZ | 1 1 I 1
0 | 2 3 4q 5 v
20
Figurad — Valores de X2 para m =10.
15 Valor critico
1o} /TN
5
L 1 1 |
0 5 10 15 20 m
Figura3 — Valores de x2 para U =15. -4 -3 -2 -1 (0] | 2

Figurab — Histograma dos resfduos padronizados (z).
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20

Figura 6 — Tempo de processamento.

representado na Fig. 6, onde o tempo que corresponde a
interpolagdo se distingue dos demais.

CONCLUSOES

A andlise estatistica dos resfiduos, obtidos com di-
versos valores pré-fixados para as constantes arbitrarias,
indica os valores numéricos destas para os quais o modelo
matematico é estatisticamente adequado.

O teste da hipOtese nula para a média (Tabela 1),
mostra que ndo ha erro sistematico significativo nos resi-
duos originais (4, = 0) nem nos residuos padronizados
(ly = 0).

A rejeicdo da hipOtese nula no teste da variancia
(0\2N > 1) indica que o célculo do erro padrdo é otimista,
isto é, os valores obtidos para 0, sdo inferiores aos espe-
rados, o que se observa também no teste alternativo pelo
percentual (Tabela 1). As causas mais provaveis sdo: o efei-
to topografico, cuja corre¢do ndo estd incluida na anoma-
lia Bouguer, e a deficiéncia na distribuicdo das estagGes,
existentes na Serra do Mar.

Quando m aumenta, a variancia da amostra padroni-
zada (s\zN) também aumenta e isto ocorre porque a variancia
da representagdo (o;‘f‘) diminui.

A funcdo densidade de probabilidade da amostra
é normal para os seguintes intervalos aproximados das cons-
tantes arbitrarias: 5 < m < 18(Fig.3) e 0 < v < 3 (Fig.
4), nos quais o valor minimo de X? ocorre para m = 10
e ¥V = 156.No exterior desses intervalos das constantes, a
amostra tem distribuicdo assimétrica e leptoctrtica (T abelas
1e2).
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