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ABSTRACT. There are considered various aspects of the numerical simulation of seismic waves connected with thin layer reservoirs. The Lamé system is used

for the description of the seismic waves propagation. As a result we obtain both the horizontal and vertical displacement components, which are important for the

analysis of seismic fields in the 3D seismic survey. In order to provide results nearer of the real experiment, in the mathematical formulation of the problem we use

the deepened source of the type of the center of expansion. The solution of the problem, constructed in the spectral domain using the temporal Laplace and spatial

Fourier-Bessel transforms, is studied in details to prove its applicability to the solution of direct and inverse dynamic seismic problems. Special attention is done to

analysis of the influence of the real part of the Laplace parameter on multi component seismograms corresponded to the horizontal and vertical components of the elastic

field. Also, we discuss the computational aspects of the proposed scheme and carry out several analyses of the registered wave fields. The results obtained demonstrated

the potential of the method to help in the process of characterization of thin reservoirs in comparison with other methods: method of potentials, ray tracing method,

and finite difference method.

Keywords: Lamé system, thin layer reservoir, multi wave and multi component observation, temporal Laplace and spatial Fourier-Bessel transforms, spectral domain,

numerical modeling.

RESUMO. Existem diferentes aspectos que devem ser considerados na modelagem numérica dos campos de onda conectados com reservatórios delgados em

subsuperf́ıcie. Este trabalho descreve os processos de propagação das ondas śısmicas a partir do sistema das equações de Lamé. Os resultados obtidos são as

componentes horizontal e vertical do deslocamento, importantes para a análise do levantamento sı́smico multicomponente. A fim de proporcionar resultados mais

próximos do experimento real, na formulação matemática do problema usamos uma fonte enterrada, do tipo centro de expansão. A solução do problema, construı́do

no domı́nio espectral a partir das transformadas de Laplace temporal e de Fourier-Bessel espacial, é estudada em detalhes para provar sua aplicabilidade na solução

de problemas dinâmicos diretos e inversos da sı́smica. Neste caso uma atenção especial é dada à análise da influência da parte real do parâmetro de Laplace na

solução do problema direto, utilizada para a construção de sismogramas multicomponentes sintéticos. Neste artigo, também, discutimos os aspectos computacionais

do esquema proposto e realizamos várias análises dos campos das ondas registrados. Os resultados alcançados demonstraram o potencial do método para auxiliar

no processo de caracterização de reservatórios delgados em comparação com os métodos potenciais, de raio e de diferenças finitas.

Palavras-chave: sistema de Lamé, reservatório delgado, sistema de observação multi-onda e multicomponente, transformadas de Laplace e de Fourier-Bessel, domı́nio

espectral, modelagem numérica.
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3Laboratório de Engenharia e Exploração de Petróleo (LENEP), Universidade Estadual do Norte Fluminense Darcy Ribeiro (UENF), Rod. Amaral Peixoto, Km 163,
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INTRODUÇÃO

Modelagem numérica de campos da onda é uma parte im-
portante do processamento e interpretação de dados śısmicos.
A maioria dos métodos de modelagem faz uso da equação da
onda acústica. Isto pode estar relacionado a dois fatos. Primei-
ro, a solução matemática deste problema é bem conhecida e não
causa grandes complexidades. Segundo, até recentemente, o in-
teresse da exploração śısmica era isolar e interpretar as ondas
P refletidas.

Contudo, hoje, existe um crescente interesse na análise das
diversas componentes do deslocamento e métodos de proces-
samento de dados, direcionados para identificação e interpreta-
ção das ondas transversais, em particular, ondas convertidas PS.
Mas, isto exige o desenvolvimento de métodos matemáticos
mais complexos. Neste caso, o uso das equações acústicas para
análise da propagação das ondas convertidas é ineficiente, e por
isso, para a análise da influência das ondas convertidas é pre-
ciso utilizar as equações de Lamé completas.

Neste trabalho, considera-se a solução do sistema de Lamé
para modelos horizontalmente estratificados. A fonte sı́smica
considerada é do tipo pontual de centro de expansão, pois é a que
mais se aproxima das fontes explosivas ou canhão de ar compri-
mido. É importante ressaltar que para este tipo de fonte o sistema
de Lamé não pode ser decomposto em equações separadas, e por
isto exige uma solução em comum.

Com este obtido, vários trabalhos têm sido direcionados à
solução do sistema de Lamé. Os métodos mais difundidos para
solução dos problemas da exploração śısmica são os métodos
assintóticos (Petrashen, 1978; Petrashen et al., 1982; Červený,
2001; Chapman, 2004) e de diferenças finitas (Fatianov & Mikhai-
lenko, 1988; Fatianov, 1990; Kelly & Marfurt, 1990). Neste tra-
balho, usamos os métodos e as idéias formulados em Thomson
(1950) e Haskell (1953), veja também Dmitriev (1968); Akkura-
tov & Dmitriev (1979) e Ursin (1983). A idéia principal é reduzir
a solução geral do sistema de equações diferenciais da teoria da
elasticidade à solução do sistema de equações do tipo de Riccati.
Este tipo de equações apresenta solução na forma anaĺıtica para
coeficientes constantes por partes, e não acumula erro numérico.
A redução é realizada utilizando as transformadas de Fourier-
Bessel, com respeito à variável espacial, e Laplace, com respeito à
variável temporal. Neste momento é importante que seja efetuado
uma análise criteriosa da influência da parte real do parâmetro de
Laplace na solução do problema, utilizada para a construção de
sismogramas multicomponentes sintéticos.

O algoritmo usado considera inteiramente a especificação ho-
rizontal da estratificação do modelo. Por exemplo, a componente

relacionada com a superf́ıcie de registro pode ser separada de
forma muito simples. Isto permite suprimir as ondas diretas e
de superf́ıcie da solução do problema. Porém, em sua estrutura
são preservadas todas as peculiaridades do tipo de fonte adotado.

Uma alternativa de construção da solução completa no
domı́nio espectral é a abordagem baseada no método dos po-
tenciais (Aki & Richards, 2002). Por esta abordagem é posśıvel
obter as caracteŕısticas espectrais dos diversos tipos de sinais
refletidos, correspondentes aos modelos elásticos. Apesar desta
aproximação não fornecer a solução completa do problema, ba-
seado nela é posśıvel construir com elevada precisão as carac-
teŕısticas espectrais do bloco de camadas delgadas. A vanta-
gem deste procedimento, sobre a solução completa, consiste na
proximidade destas soluções com os dados de campo, quando
no processamento os diversos sinais refletidos são precisamente
separados e examinados.

Neste trabalho, fazemos uso do procedimento matemático
para solução de problemas sı́smicos dinâmicos desenvolvido em
Petrashen (1978) e Petrashen et al. (1982), que propõe um al-
goritmo para solução do problema direto aplicado à solução do
problema inverso, considerando uma camada delgada. Após este,
um segundo algoritmo mostra como esta solução pode ser esten-
dida para um pacote com poucas camadas delgadas.

A solução do problema direto dinâmico de propagação das
ondas śısmicas aplicada ao problema inverso é uma ferramenta
importante, e orientada à estimativa dos parâmetros do meio.
Neste ponto, investigamos as caracteŕısticas da solução do pro-
blema direto no domı́nio espectral, e, também, analisamos em
quais casos e o quanto a solução linearizada se aproxima da
solução exata. Junto a isto, estudamos a utilização destas ca-
racteŕısticas na solução do problema inverso. Além disso, com-
paramos os resultados dos sismogramas calculados através dos
algoritmos propostos e os construı́dos através dos métodos do
raio e de diferenças finitas. Os resultados desta análise com-
parativa permitiram comprovar a precisão da solução cons-
truı́da e avaliar sua importância no contexto das metodologias
mais divulgadas na sı́smica.

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA

Consideremos um meio composto por n camadas estratifica-
das: 0 = z0 < z1 < . . . < zn < ∞. As propriedades
f́ısicas de cada camada

zk−1 < z < zk, k = 1, 2, . . . , n,

caracterizam-se pelos coeficientes de Lamé λ,μ, e densidade
ρ – funções constantes por partes com descontinuidades nos
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pontos zk, k = 1, 2, . . . , n. As oscilações elásticas no meio
são geradas por uma fonte do tipo centro de expansão, definido
pela fórmula:

ρ∗π gradx,y,zδ(x, y, z − z∗)g(t),

onde z∗(z∗ > 0, z∗ 6= zk, k = 1, . . . , n)) é a profundidade
da fonte, g(t), g(t) ≡ 0 para t < 0, é a forma de impulso,
δ(x, y, z) é a função de Dirac, e ρ∗ – a densidade da camada
onde a fonte está situada. Visto que o problema é formulado para
um meio horizontalmente estratificado, podemos discorrer sobre
a simetria do meio e fonte, e representar o problema no sistema
de coordenadas ciĺındricas:

x = r cos θ, y = r sin θ, z = z,

0 ≤ r < ∞, 0 ≤ θ ≤ 2π, −∞ < z < ∞.

Neste caso o vetor de deslocamento não depende da coordenada
angular e tem somente duas componentes: u(z, r, t) – radial
(horizontal) e w(z, r, t) – vertical. O sistema de Lamé é repre-
sentado em coordenadas ciĺındricas da seguinte forma (veja, por
exemplo, Ban-Menahem & Singh, 1981):

∂
∂z

(
μ∂u
∂z

)
+ (λ+ 2μ)

(
∂2u
∂r2 + 1

r
∂u
∂r − u

r2

)

+ ∂
∂r

(
λ∂w
∂z + ∂

∂z (μw)
)

− ρ ∂
2u
∂t2

= ρ∗δ
′′(r)δ(z − z∗)g(t),

∂
∂z

(
(λ+ 2μ)∂w

∂z

)
+ μ

(
∂2w

∂r2 + 1
r
∂w
∂r

)

+
(
∂
∂r + 1

r

) (
μ∂u
∂z + ∂

∂z (λu)
)

− ρ ∂
2w

∂t2

= ρ∗δ
′(r)δ′(z − z∗)g(t).

(1)

A transição para o domı́nio espectral é realizada utilizando as
transformadas de Fourier-Bessel com respeito à variável espacial
r , e Laplace com respeito à variável temporal t :

s̃(v) =

∞∫

0

s(r)r Jm(rv)dr, s̃(p) =

∞∫

0

s(t)ept dt, (2)

onde ν é a freqüência espacial da transformada de Fourier-Bessel,
e p é o parâmetro da transformada de Laplace; p = −α + iω
e ω = 2π f , f é a freqüência temporal. O ı́ndice m é igual a
0 para a componente vertical w(z, r, t), e 1 para a componente
horizontal u(z, r, t).

As Eqs. (1) podem ser representados no domı́nio espectral

como:

ρ d
dz

(
μ dũ

dz − νμw̃
)

− νλ dw̃
dz

−
(
(λ+ 2μ)ν2 + ρp2

)
ũ = νρ∗δ(z − z∗)g̃(p)

ρ d
dz

(
(λ+ 2μ) dw̃

dz + νλũ
)

+ νμ dũ
dz

−
(
μν2 + ρp2

)
w̃ = −ρ∗

d
dz δ(z − z∗)g̃(p)

(3)

No problema direto, considera-se a definição das funções
ũ(z, ν, p), w̃(z, ν, p), que no domı́nio z > 0 satisfazem as
Eqs. (3) e as seguintes condições de contorno:

(
μ dũ

dz − νμw̃
)∣
∣
∣
z=0

= 0
(
(λ+ 2μ) dw̃

dz + νλũ
)∣
∣
∣
z=0

= 0

lim
z→∞

(ũ, w̃) = 0

(4)

Além disto, nos pontos de descontinuidade dos coeficientes são
válidas as seguintes condições de equiĺıbrio:

[
μ dũ

dz − νμw̃
]

zk
= 0,

[
ũ
]

zk
= 0

[
(λ+ 2μ) dw̃

dz + νλũ
]

zk
= 0,

[
w̃

]
zk

= 0 ,
(5)

onde o śımbolo [ f ]z = f (z + 0) − f (z − 0) representa o
salto da função f no ponto z.

As condições definidas pelas Eqs. (4) e (5) são t́ıpicas da
formulação de problemas matemáticos aplicados à exploração
śısmica e garantem a ausência de tensões na superf́ıcie livre, de-
caimento dos deslocamentos quando z → ∞, e continuidade
das tensões e deslocamentos nas interfaces das camadas.

Construção da solução completa no domı́nio espectral

As Eqs. (3) podem ser representadas na forma matricial

LU = F, (6)

onde

L ≡
d

dz

(
M

d

dz
+ νN

)
− νN∗ − K .

O śımbolo ∗ significa a transposição da matriz, e M, N , K são
definidas pelas seguintes fórmulas:

M = ρ

(
v2

s 0
0 v2

p

)

, N = ρ

(
0 −v2

s

v2
p − 2v2

s 0

)

,

K = ρ

(
v2

s r2
p 0

0 v2
pr2

s

)

,
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onde

vp =
√
(λ+ 2μ)/ρ, vs =

√
μ/ρ,

rc =
√
ν2 + p2v−2

c , Re rc ≥ 0,

e c é o tipo da onda utilizada: p – para a onda primária e s –
para a onda secundária;

U = (̃u, w̃)∗,F = ρ0 f̃
(
νδ(z − z0),−ν

d

dz
δ(z − z0)

)∗

Representações similares são usadas para as condições de con-
torno

z = 0 : M
dU

dz
+ νNU = G, lim

z→∞
U → 0, (7)

e para as condições nas superf́ıcies de descontinuidade z = zk ,
k = 1, 2, . . . , n:

z = zk :
[

M
dU

dz
+ νNU

]
= [U] = 0. (8)

Agora, consideremos o sistema auxiliar:

LU = 0, (9)

e o vetor da função a priori G,

G 6= 0.

A solução do problema U(z, ν, p), apresentada nas Eqs. (7)-(9),
é construı́da utilizando o método de potenciais, que consiste na
representação do campo vetorial através da soma de dois campos
vetoriais – o potencial e o rotacional. O campo potencial possui
o potencial escalar φ̃(z, ν, p), e o campo rotacional – o poten-
cial vetorial ψ̃(z, ν, p). Os potenciais são definidos através das
seguintes equações diferenciais:

d2φ̃

dz2
= r2

pφ̃,
d2ψ̃

dz2
= r2

s ψ̃. (10)

As funções φ̃, ψ̃ estão relacionadas aos espectros das funções
u, w através das seguintes fórmulas:

ũ = −νφ̃ −
dψ̃

dz
, w̃ =

dφ̃

dz
+ ν2ψ̃. (11)

Introduzimos a matriz S = (si j , 1 ≤ i, j ≤ 2), que estabelece
uma relação entre os potenciais e suas primeiras derivadas:

d

dz

(
φ̃

ψ̃

)

=

(
s11 s12

s21 s22

)(
φ̃

ψ̃

)

ν. (12)

Substituindo as Eqs. (12) em (10) é posśıvel constatar que os
elementos desta matriz obedecem ao sistema de equações di-
ferenciais ordinárias não-lineares de primeira ordem do tipo de
Riccati:

ds11

dz
+ s2

11 + s12s21 = r2
p,

ds22

dz
+ s2

22 + s12s21 = r2
s

ds12

dz
+ s12(s11 + s22) = 0,

ds21

dz
+ s21(s11 + s22) = 0.

(13)

Quando rp, rs são constantes ou constantes por partes, a solução
pode ser representada na forma expĺıcita ou por fórmulas recursi-
vas, respectivamente. Ao mesmo tempo, através das duas últimas
equações é posśıvel concluir que s12 : s21 = const ou, mais
exatamente, s12 = ν2s21. As funções vp(z), vs(z) e ρ(z)
são constantes por partes, com respeito à variável z ∈ (0,∞);
rp(z), rs(z) apresentam as mesmas propriedades. Em virtude
disto, as Eqs. (13), em cada intervalo

z ∈ (zk−1, zk), k = 1, 2, . . . , n,

têm uma solução representada na forma expĺıcita. Devido às
condições de contorno definidas pelas Eqs. (7), para z ∈
(zn,∞), a matriz S têm forma diagonal:

S =

(
−rp 0

0 −rs

)

.

Portanto os elementos da matriz si j , i, j = 1, 2, são conhe-
cidos em z = zn + 0. As Eqs. (11) e (13) permitem obter as
condições de transmissão para as funções si j e definir si j (zn −
0), respectivamente. A seguir, utilizando os últimos valores como
condição de fronteira, é posśıvel determinar si j (zn−1 + 0). A
partir das condições de transmissão calcula-se si j (zn−1 − 0).
Repetindo este procedimento camada por camada, calculamos
os valores si j (0). Agora, utilizando as Eqs. (7), (11) e (12), é
posśıvel obter:

U(ν, 0, p) = AB−1G, (14)

onde

A =




−ν

(
s21(0)+ 1

)
−νs22(0)

s11(0) ν2
(
s21(0)+ 1

)



 ,
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B =




−2νρ(0)v2

s (0)s11(0) −νρ(0)
(

p2 + 2v2
s (0)ν

2(s21(0)+ 1)
)

ρ(0)
(

p2 + 2v2
s (0)ν

2(s21(0)+ 1)
)

2ν2ρ(0)v2
s (0)s22(0)





A solução do problema auxiliar expresso nas Eqs. (7)-(9)
pode ser generalizada da seguinte forma:

1. Cálculo de si j , i, j = 1, 2, na superf́ıcie z = 0, de
baixo para cima.

2. Cálculo de valores dos potenciais na superf́ıcie z = 0.

3. Cálculo de valores dos espectros.

Agora, consideremos a solução do problema principal apresen-
tado nas Eqs. (3)-(5). Nesse caso

G = 0 e F = ρ0 f̃
(
νδ(z − z0),−ν

d

dz
δ(z − z0)

)∗

caracteriza uma fonte externa. Para z0 ∈ (zk−1, zk), k =
1, 2, . . . , n − 1, vamos buscar a solução do problema da se-
guinte forma:

U = U1 + U2, (15)

onde

U2 =

{
U3, z ∈ (z0,∞)

U4, z ∈ (0, z0)

Cada função Uk, k = 1, 3, 4, deve satisfazer as seguintes
equações:

LU1 = 0, lim
z→∞

U1 = 0

z = zk :
[

M dU1
dz + νNU1

]

= [U1] = 0, k = 1, 2, . . . , n

(16)

LU3 = 0, lim
z→∞

U3 = 0

z = zk :
[

M dU3
dz + νNU3

]

= [U3] = 0, k = 1, 2, . . . , n

(17)

LU4 = 0, lim
z→∞

U4 = 0

z = zk :
[

M dU4
dz + νNU4

]

= [U4] = 0, k = 1, 2, . . . , n

(18)

Substituindo a Eq. (15) na Eq. (6), utilizando as Eqs. (17) e (18),
igualando os coeficientes com

d

dz
δ(z − z0) e δ(z − z0),

obtemos as seguintes igualdades:

U3|z=z0 = U4|z=z0 − v−2
p (z0) f̃ (0, 1)∗ ,

(
M

dU3

dz
+ νNU3

)
|z=z0 = −

(
M

dU4

dz
+ νNU4

)
|z=z0

+2νρ(z0)v
−2
s (z0)v

−2
p (z0) f̃ (1, 0)∗

Para cada função vetorial Uk, k = 1, 3, 4, é preciso definir os
potenciais escalar e vetorial φ̃k, φ̃k ,k = 1, 3, 4, para os quais,
utilizando relações similares às Eqs. (12), possibilita introduzir
as matrizes S, X, Y , correspondentes. Usando igualdades simi-
lares às Eqs. (11), e a partir da Eq. (15), obtemos:

φ̃4 |z=z0−0 = −νv−2
p f̃

×
x22 − y22

(x11 − y11)(x22 − y22)− ν2(x21 − y21)2
|z=z0

= φ̃3 |z=z0+0

ψ̃4 |z=z0−0 = v−2
p f̃

×
x21 − y21

(x11 − y11)(x22 − y22)− ν2(x21 − y21)2
|z=z0

= ψ̃3 |z=z0+0,

onde xi j , yi j , i, j = 1, 2, são os elementos das matrizes
X, Y . Introduzimos a função vetorial

8k =
(
φ̃k, ψ̃k

)∗
, k = 1, 3, 4.

Através de relações similares às Eqs. (12), temos:

84(0, ν, p) = P84(z0, ν, p), P = exp
(
−

∫ z0

0
Y ds

)
,

e da Eq. (7), onde G = 0, segue-se que:

BS81(0, ν, p) = BY84(0, ν, p).

Então das condições similares às Eqs. (11) e (12) e da Eq. (15)
obtemos

U(ν, 0, p) = U1(ν, 0, p)+ U4(ν, 0, p)

= ASU1(ν, 0, p)+ AY U4(ν, 0, p)

=
(

AY − AS B−1
S BY

)
PU4(ν, z0, p)

onde
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BJ =




−2νρ(0)v2

s (0) j11(0) −νρ(0)
(

p2 + 2v2
s (0)ν

2( j21(0)+ 1)
)

ρ(0)
(

p2 + 2v2
s (0)ν

2( j21(0)+ 1)
)

2ν2ρ(0)v2
s (0) j22(0)



 .

Aqui jkm, k,m = 1, 2, representam os elementos da
matriz J = S, Y .

As fórmulas obtidas estão corretas até a determinação da ma-
triz Y , em z = z0. Definimos

Y (z0) =

(
rp(z0) 0

0 rs(z0)

)

(se o meio abaixo de z = z0 é um semi-espaço compreen-
dendo os valores dos parâmetros da camada m, então a matriz
Y corresponde a uma solução particular U do problema origi-
nal, e U → 0 quando z → ∞). Assim, o valor U em
z = 0 é completamente definido. Observe que S ≡ X quando
z ∈ (z0,∞). Agora, supondo que z0 ∈ (0, z1) é posśıvel
mostrar que Y (z, ν, p) = Y (z0, ν, p), z ∈ (0, z1), e a
matriz P pode ser representada da seguinte forma:

P =

(
e−rP z0 0

0 e−rS z0

)

.

Feito isso, está concluı́da a construção da solução correspon-
dente ao problema direto. Como resultado, quantificamos as
componentes do vetor U, na forma de espectros bidimensionais
φ̃(z, ν, p), ψ̃(z, ν, p).

A partir deste método é posśıvel propor um algoritmo para
estimar, com razoável precisão, os valores das funções, con-
siderando um grande número de camadas (não menos de 50).
O algoritmo proposto pode ser usado para a simulação de dados
śısmicos de acordo com o seguinte diagrama:

1. aplicação de transformadas de Fourier-Bessel e de Laplace
em variáveis apropriadas as equações e as condições ini-
ciais e de contorno;

2. solução das equações correspondentes no domı́nio es-
pectral;

3. realização das transformadas inversas em função das va-
riáveis ν e p.

O passo seguinte é fornecer os dados de entrada, tais como:
descrição do modelo, dos parâmetros do arranjo, profundidade
da fonte, e da forma do sinal. No final desta simulação obtemos
dois sismogramas correspondentes às componentes horizontal
e vertical u(z, r, t), w(z, r, t).

Caracterı́sticas espectrais de reflexão

A solução obtida permite a construção expĺıcita das caracte-
ŕısticas espectrais de vários modos de ondas refletidas em al-
vos com estruturas horizontalmente estratificadas. Do ponto de
vista prático, a expectativa é obter as caracteŕısticas das ondas PP
e PS, construı́das para o caso de incidência de uma onda plana
longitudinal num pacote de camadas delgadas.

As construções apresentadas demonstram o fundamento para
estimar os parâmetros da região de camadas delgadas com base
no método clássico de análise AVO. A metodologia proposta
se diferencia do método clássico de análise AVO, visto que na
solução do problema inverso não são consideradas as reflexões
do topo e da base da camada delgada, impossı́veis de serem sepa-
radas pelo campo de onda, e sim, a reflexão da camada delgada
como um só objeto. É importante ressaltar que a substituição
da interface entre os dois semi-espaços elásticos por uma ca-
mada delgada, e depois, por um conjunto de camadas delga-
das, complica consideravelmente a solução do problema inverso.
Neste caso, não estamos interessados na divisão das reflexões
no campo de onda. Nesta metodologia, usamos as caracterı́sticas
espectrais do pacote de camadas delgadas, em vez dos coefi-
cientes de amplitude da reflexão. Por isso, é necessário efetuar-
mos o estudo dos problemas ligados à interface entre dois semi-
espaços (ou camadas espessas), não como um contato ŕıgido,
mas como um objeto mais complexo, representado por camada
delgada (ou conjunto de camadas delgadas). A importância disto
para aplicações práticas está relacionada ao fato de que a maio-
ria dos reservatórios de óleo e gás serem formados por pacotes
de camadas delgadas, cujo estudo, continua sendo um problema
básico da prospecção śısmica.

O potencial φ0
r da onda longitudinal plana incidente pode

ser representado da seguinte forma

φ0
r = A0

r exp
[
k(tVPr η − zαr − ir)

]
, (19)

onde

η =
i

sin θ0
P

, k = ω
sin θ0

p

VPr

, αr =
√

1 + η2, i2 = −1,

k é o número de onda e θ0
P é o ângulo de incidência.

Para a construção da solução correspondente usamos a
representação da onda plana na forma de uma série de Fourier
com respeito às funções de Bessel, veja Mittra & Lee (1971).

Revista Brasileira de Geof́ısica, Vol. 27(2), 2009



“main” — 2009/11/13 — 17:23 — page 211 — #7

GEORGY MITROFANOV, VIATCHESLAV PRIIMENKO, ROSEANE MISSÁGIA e LUIS AMARAL 211

 - Modelo de uma camada delgada com indicação de potenciais. Figura 1 – Modelo de uma camada delgada com indicação de potenciais.

A partir desta representação e do método proposto, podemos
construir os potenciais das ondas PP e PS refletidas e refrata-
das em uma camada delgada, e obter os coeficientes complexos
de reflexão, que define as caracteŕısticas espectrais de cada tipo
de onda. A seguir, representamos os coeficientes de reflexão/
refração, como uma superposição de ondas planas, refletidas no
topo e na base da camada. Neste caso, a amplitude das ondas que
sofreram mais que uma conversão torna-se despreźıvel. São fra-
cas, também, as reverberações das ondas provenientes de mais
de uma reflexão na interface com baixo contraste de impedância
elástico. Por conta disto, vamos considerar somente os coefi-
cientes de reflexão/refração da primeira interação das ondas com
o meio. Então, usando as fórmulas de Zoeppritz (Zoeppritz, 1919)
linearizadas para uma interface, definimos as caracterı́sticas es-
pectrais R P P

Ref e R P S
Ref da camada delgada, correspondentes aos

tipos de ondas indicados, veja Figura 1.

R P P
Ref = r P P

1 + r P P
2 exp

(
− 2iωH

cos θP1

VP0

)

R P S
Ref = r P S

1 + r P S
2 exp

(
− iωH

(
cos θP1

vp0
+

cos θS1

vs0

)) (20)

onde

r P P
1 =

z1 + x1

2
+

(
x1

2
− 4γ 2

0

(
z1

2
+ y1

))
sin2 θP ,

r P P
2 =

z2 + x2

2
+ δ2

(
x2

2
− 4γ 2

q

(
z2

2
+ y2

))
sin2 θP

r P S
1 =

z1

2
+ 2γ0

(
z1

2
+ y1

)

−
(
γ0(1 + 2γ0)

(
z1

2
+ y1

)
−
γ 2

0
4

z1

)
sin2 θP

r P S
2 = δ

(
z2

2
+ 2γq

(
z2

2
+ y2

)

− δ2
(
γq (1 + 2γq )

(
z2

2
+ y2

)
−
γ 2

q

4
z2

)
sin2 θP

)

− 2iωH
cos θP1

vp0

= −
iωH

vpr
(2 − sin2 θP − (2 + sin2 θP )x1)

− 2iωH
(

cos θP1

vp0
+

cos θS1

vs0

)

= −
iωH

2vpr

(
2 − sin2 θP +

2 − γ 2
r sin2 θP

γr

− (2 + sin2 θP )x1 −
2 + γ 2

r sin2 θP

γr
y1

)

e

xm =
1vpm

vpm
, ym =

1vsm

vsm
, zm =

1ρm

ρm
, m = 1, 2,

δ =
vp2

vp1
, γl =

vsl

vpl
, l = 0, r, q

vp1 =
vp0 + vpr

2
, vp2 =

vp0 + vpq

2
,

vs1 =
vs0 + vsr

2
, vs2 =

vs0 + vsq

2

1vp1 = vp0 − vpr , 1vp2 = vpq − vp0,

1vs1 = vs0 − vsr , 1vs2 = vsq − vs0

1ρ1 = ρ0 − ρr , 1ρ2 = ρq − ρ0,

ρ1 =
ρ0 + ρr

2
, ρ2 =

ρ0 + ρq

2
.
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Para um modelo composto de diversas camadas, a solução
pode ser obtida de forma análoga:

R P P
Ref = r P P

1

+
N∑

j=1

r P P
j+1 exp



−2iω
j∑

k=1

Hk
cos θPk

vpk−1





R P S
Ref = − sin θP

×





r P S
1 +

N∑

j=1

exp



−iω
j∑

k=1

(
cos θPk

vpk−1

+
cos θSk

vsk−1

)







,

(21)

onde N é o número de camadas no pacote, e as expressões para
r P P

j e r P S
j podem ser escritas na seguinte forma:

r P P
j =

z j + x j

2
+ δ2

j−1

×
(

x j

2
− 4γ 2

j−1(
z j

2
+ y j )

)
sin2 θP

r P S
j = δ j−1

(
z j

2
+ 2γ j−1

(
z j

2
+ y j

)
− δ2

j−1

×
(
γ j−1(1 + 2γ j−1)

(
z j

2
+ y j

)
−
γ 2

j−1

4
z j

)
sin2 θP

)

xm =
1vpm

vpm

, ym =
1vsm

vsm

, zm =
1ρm

ρm
,

δm =
vpm+1

vpm

, γl =
vsl

vpl

m = 1, 2, 3, . . . l = r, q, 0, 1, 2, . . .

Tais fórmulas serão usadas nos procedimentos da simulação e
solução do problema inverso de objetos delgados. Para os ex-
poentes que tomam parte destas fórmulas usamos as seguintes
representações:

− 2iωH1
cos θP1

vp0

= −
iωH1

vpr

× (2 − sin2 θP − (2 + sin2 θP )x1)− 2iωH2
cos θP2

vp1

= −
iωH2

δ1vpr

(2 − δ2
1 sin2 θP − (2 + δ2

1 sin2 θP )x2)

− iωH1

(
cos θP1

vp0

+
cos θS1

vs0

)

= −
iωH1

2vpr

(
2 − sin2 θP +

2 − γ 2
r sin2 θP

γr

− (2 + sin2 θP )x1 −
2 + γ 2

r sin2 θP

γr
y1

)

− iωH2

(
cos θP2

vp1
+

cos θS2

vs1

)

= −
iωH2

2δ1vpr

(2 − δ2
1 sin2 θP − (2 + δ2

1 sin2 θP )x2)

−
iωH2

2γ0δ1vpr

(2 − γ 2
0 δ

2
1 sin2 θP −(2 + γ 2

0 δ
2
1 sin2 θP )y2) .

Entretanto, a simplicidade do esquema proposto não evitou os
problemas. Sendo assim, para garantir uma realização prática efi-
caz é necessário examinar as caracteŕısticas especiais da solução
construı́da no domı́nio espectral, e as caracteŕısticas especiais
das transformações adotadas. A seguir, com base no algoritmo
proposto, analisamos as caracteŕısticas especiais e as correspon-
dentes transformadas, e apresentamos os sismogramas calcu-
lados para os modelos de uma camada delgada e, também, do
bloco de camadas delgadas.

ANÁLISE DA SOLUÇÃO NO DOMÍNIO ESPECTRAL

Com base no algoritmo citado anteriormente, foram criados vá-
rios procedimentos. Estes permitiram calcular efetivamente, em
termos de rapidez e precisão, as caracteŕısticas espectrais bidi-
mensionais ũ(z, v, p), w̃(z, v, p), correspondentes às com-
ponentes horizontal e vertical do vetor de deslocamento. Para
implementação deste algoritmo, é necessário que seja forne-
cido os seguintes dados: descrição do modelo, parâmetros de
espaçamento, profundidade da fonte e forma do sinal gerado.
O produto resultante é a criação de um programa, que permite ob-
ter, com base nos espectros, os dois sismogramas corresponden-
tes às componentes horizontal e vertical: u(z, r, t), w(z, r, t).

Um número razoável de modelos foi usado para testar e va-
lidar as propriedades dos algoritmos construı́dos. A Figura 2(a)
representa um modelo, cuja camada delgada corresponde a um
arenito saturado por gás, posicionada a 500 metros de profun-
didade. Apesar da simplicidade, este modelo permite investi-
gar detalhadamente os procedimentos de cálculo da solução do
problema inverso sob vários aspectos. Em primeiro lugar, no
domı́nio do tempo, permite decompor com exatidão o caráter
da reflexão e estimar a precisão do cálculo de cada compo-
nente do campo de onda. Em segundo lugar, no domı́nio es-
pectral, lidamos com a análise da interferência para identificar
a solução construı́da. Como demonstra este trabalho, a com-
plicação do modelo não eleva a precisão das representações.
Além disso, este modelo permite formular exigências em relação
à transformada inversa, que indicam o nı́vel de precisão dos sis-
mogramas construı́dos.

Na realização das simulações utilizamos o impulso de Ricker,
com freqüência dominante de 30 Hz e 50 Hz. A freqüência de
30 Hz é uma das mais usadas nas geometrias de aquisição de
dados reais. A freqüência de 50 Hz foi escolhida para testar
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(a) (b)

(c)

Figura 2 – Exemplos de modelos testados.

a capacidade de resolução do campo de onda dos algoritmos.
Para cálculo dos sismogramas e verificação dos algoritmos
para solução do problema inverso, usamos 48 receptores igual-
mente espaçados de 25 m. A posição do primeiro receptor coin-

cide com a posição da fonte ou pode estar deslocada de 25 m em
relação à posição da fonte. Sendo assim, o comprimento do offset
alcança 1200 m. A fonte está localizada a 15 m de profundidade
da superf́ıcie livre ou na mesma.
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214 UTILIZAÇÃO DAS TRANSFORMADAS DE LAPLACE E FOURIER-BESSEL NA MODELAGEM DE MEIOS ELÁSTICOS DELGADOS

A seguir, descrevemos as principais modelagens realizadas.
Inicialmente, são ilustradas as particularidades dos espectros ob-
tidos para o modelo mais simples. Na Figura 3 é apresentada
a parte real do espectro da componente vertical w̃(p, ν) ≡
w̃(0, p, ν), usando α = 0.01. Estas figuras mostram detalhes
do comportamento dos espectros 2D, obtidos na solução do pro-
blema direto. O espectro da componente horizontal ũ(p, ν) ≡
ũ(0, p, ν) contém uma estrutura similar às encontradas no es-
pectro da componente vertical. Através da análise da Figura 4, é
posśıvel visualizar que em todos os espectros, calculados para os
outros modelos, observamos a mesma situação. Deste modo, a
fim de investigar maiores detalhes no cálculo dos espectros, ado-
tamos o intervalo regular de 0 a 0.5 para a freqüência espacial ν,
e diferentes intervalos de freqüência temporal ω.

Assim, na Figura 3(a) estão representados os espectros para
o intervalo da freqüência temporal de 1 até 151 Hz, com passo
de 3 Hz. Nesta figura é posśıvel observar o caráter irregular
dos espectros, correspondente ao intervalo de freqüências ana-
lisados. Diante disto, a estrutura geral do espectro construı́do
pode ser separada em zonas de gradual a bruscas variações de
valores do espectro. Uma análise destas zonas demonstra que
estas bruscas variações são bem localizadas e deslocam-se em
função da freqüência espacial, respondendo ao incremento da
freqüência temporal como se fosse criada uma zona de expansão
das singularidades do espectro 2D. Sendo assim, para valores
fixos da freqüência espacial ν ou temporal ω, são definidos in-
tervalos, onde os espectros têm caráter gradual. Intervalos mais
restritos de freqüência temporal, Figura 3(b), permitem obser-
var a diferença no caráter das variações dos valores do espec-
tro em função da freqüência espacial ν. A partir disto, sepa-
ramos três zonas, caracterizadas pelas diferentes variações do
espectro. Na primeira zona, as variações da freqüência tempo-
ral referem-se aos valores de freqüência espacial de 0.1 a 0.14,
e correspondem ao caráter descont́ınuo do espectro, acima ci-
tado. A segunda zona corresponde aos valores ν de 0.24 a 0.29
e apresenta caráter claro de ruı́dos, indicando certa instabilidade
nas soluções construı́das.

Esta instabilidade tem caráter randômico e variações des-
preźıveis, se comparada com a variação total do espectro. Neste
caso, o parâmetro α pode atuar como um parâmetro regulador.
Finalmente, a terceira zona corresponde aos valores ν de 0.3 a
0.4. As singularidades do espetro observado apresentam mais
explicitamente a descontinuidade da estrutura. Através desta aná-
lise investigamos a natureza das singularidades, e mostramos
sua conexão com a parte da solução determinada pela presen-
ça da superf́ıcie livre (ondas primárias e de superf́ıcie). A ex-

clusão das componentes relacionadas à superf́ıcie de observa-
ção possibilitou remover completamente as singularidades cor-
respondentes aos espetros bidimensionais. Isto é feito subtraindo
da solução completa a parte conectada com a superf́ıcie livre.
A Figura 3(c) demonstra o comportamento dos espectros nas
principais zonas com fortes variações. Na Figura 3(b), a escala
ampliada do eixo mostra os valores do espectro. É viśıvel, que
nestas zonas, a estrutura do espectro se aproxima às desconti-
nuidades ou δ-funções. Uma hipótese é supor que estas singu-
laridades estão conectadas com as diferentes soluções do sis-
tema de Lamé.

A Figura 4 comprova a similaridade entre a estrutura dos
espectros 2D obtidos em diferentes modelos. Das imagens dos
três espectros citados, correspondentes aos modelos analisa-
dos, é posśıvel notar que a estrutura na região com propriedades
de descontinuidade do espectro é pouco alterada. Mas, o com-
portamento bem localizado desta estrutura, permite combinar as
freqüências espacial e temporal, onde estas singularidades estão
ausentes. Então, a partir da combinação de freqüências é posśıvel
construir espectros bem suavizados. Tal procedimento deve ser
usado na solução do problema dinâmico inverso por garantir a
alta convergência.

Os resultados da Figura 5 ilustram mais uma caracterı́stica
importante da solução construı́da no domı́nio do espectro –
a dependência da estrutura dos espectros do parâmetro α.
A comparação das Figuras 4(a) e 5(a) demonstra, mediante a
variação do parâmetro α de 0.01 a 1, o quanto pode ser es-
sencial a alteração do espectro para a solução geral. A Figu-
ra 5(b) ilustra que as 10 alterações realizadas na solução trun-
cada, de fato excluem todas as singularidades, e suavizam o
espectro das funções. Semelhantes simulações, efetuadas em
diferentes modelos, permitiram tecer considerações. Primeiro,
o parâmetro α define uma função amortecida com respeito de
variável t , e a forte influência nos sinais sı́smicos, associados
com os maiores tempos de trânsito, indica a possı́vel natureza
das descontinuidades do espectro das soluções adequadas às
respectivas ondas, por exemplo, reverberações, etc. Segundo,
utilizando o algoritmo proposto, e através da aplicação do parâ-
metro α, fica comprovado que a suavização dos espectros pode
ser realizada efetivamente no processo de construção de fun-
cionais objetivos, utilizados na solução de problemas inver-
sos dinâmicos da śısmica (Priimenko et al., 2007). Terceiro,
a suavização do espectro e eliminação das descontinuidades
indicam a possibilidade de aplicação do parâmetro α como
um parâmetro de regularização no acoplamento das diferentes
soluções, e, também, dos espectros, obtidos por meio de dados
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(a)

(b)

(c)

Figura 3 – Valores da parte real do espectro.

reais. Além disto, observamos a possibilidade de estimar os
erros presentes na solução do problema, através da substituição
das fórmulas exatas pelas aproximada. Exemplos destas estima-
tivas, utilizando as fórmulas aproximadas e os potenciais sim-
ples, são mostrados na Figura 6. Note nas Figuras 6(a) e 6(c)
a presença das caracteŕısticas espectrais construı́das para as
ondas longitudinais e convertidas do modelo da Figura 2(a).

Também, apresentamos os resultados da análise compara-
tiva do percentual de erro entre a solução exata e a aproximada.
A efetividade desta análise é assegurada quando não represen-
tamos a solução exata do campo de onda total, mas somente
para algumas de suas componentes. Na análise de dados reais,
este procedimento é de suma importância para separar com exa-
tidão estes componentes. Um exemplo disto são as ondas lon-
gitudinais e convertidas monot́ıpicas. A investigação realizada
para estimar os erros em função da freqüência (ou a proporção
H/λ) e do ângulo de incidência das ondas incidentes no re-
fletor (ou o ponto médio do afastamento entre fonte e receptor

X/2) em diferentes modelos, permite que sejam tecidas algu-
mas conclusões. Primeiro, as alterações das caracteŕısticas es-
pectrais, provenientes das fórmulas aproximadas, não superam
2%. Segundo, a comparação entre os erros de aproximação dos
valores exatos e os aproximados tem caráter periódico em função
da freqüência, e tendem a aumentar com o afastamento da fonte.
Terceiro, existem zonas de freqüências, onde os erros de tais
aproximações são mı́nimos. Junto a isto, nas ondas longitudinais
a minimização dos erros, considerando o caso de substituição das
caracteŕısticas espectrais exatas pelas aproximadas, ocorre nas
condições H/λ ≈ 1/4, 3/4 e etc.; nas ondas convertidas PS
esta condição não é válida. Isto ocorre como conseqüência da
grande influência que os coeficientes de reflexão exercem sobre
as ondas longitudinais, assim como nas transversais.

ANÁLISE DA SOLUÇÃO NO DOMÍNIO TEMPORAL

Do ponto de vista sı́smico, a solução do problema inverso di-
nâmico no domı́nio espectral dificilmente é submetida à análise.
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 (a) 

 (b) 
Figura 4 – Valores da parte real do espectro da componente vertical, obtidos para primeiro (a) e terceiro (b) modelos da Figura 2.

(a) 

(b) 
Figura 5 – Valores da parte real do espectro da componente vertical, obtidos para segundo modelo da Figura 2 com: (a) α = 1 e (b) α = 10.

Por esta razão, grandes esforços foram feitos para o desenvol-
vimento de procedimentos estáveis, que assegurem a qualidade
dos sismogramas nos variados domı́nios (espectral – tempo e

espaço). Como resultado, é posśıvel mostrar que os sismo-
gramas, construı́dos através da aplicação do procedimento pro-
posto, oferecem uma solução bem próxima da ideal, mesmo

Revista Brasileira de Geof́ısica, Vol. 27(2), 2009



“main” — 2009/11/13 — 17:23 — page 217 — #13

GEORGY MITROFANOV, VIATCHESLAV PRIIMENKO, ROSEANE MISSÁGIA e LUIS AMARAL 217

Figura 6 – Caracteŕısticas espectrais das ondas PP e PS .

para o caso da modelagem de reservatórios com espessuras
subśısmicas. Tal procedimento elevou o grau de confiabilidade
da solução do problema inverso no domı́nio espectral.

Partimos do algoritmo usado na transição do domı́nio tempo-
ral para o espectral. Observamos os princı́pios gerais do algorit-
mo e assinalamos as mais importantes caracterı́sticas. Conforme
a aproximação inicial do problema, para obtenção das compo-

nentes u(z, r, t), w(z, r, t) é preciso realizar duas transfor-
mações inversas, uma em função da freqüência espacial e outra
temporal, utilizando os valores dos espectros calculados. Uma
breve análise das respectivas transformadas indica que ao rea-
lizarmos a transformada inversa, em função do espaço, é pre-
ciso calcular duas integrais com as funções de Bessel, o nulo
e o primeiro, que respondem às correspondentes transformadas
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diretas para as componentes horizontal e vertical. Ao realizar a
transformada inversa em função da freqüência temporal, que res-
ponde à transformada de Laplace, é posśıvel utilizar a transfor-
mada geral de Fourier. O desmembramento das transformadas
permitiu criar um algoritmo mais efetivo. Assim, no cálculo das
integrais com as funções de Bessel foram aplicadas fórmulas de
quadratura de Gauss com 64 ordenadas, assegurando uma boa
aproximação para os espectros fortemente irregulares, veja, por
exemplo, (Demidovich & Maron, 1987). Na construção da trans-
formada inversa de Fourier, utilizamos o método de Failon para
calcular a respectiva integral trigonométrica. Este tipo de integral
apresenta alto nı́vel de precisão, veja (Krylov, 2006), e apesar de
levar em consideração a homogeneidade dos dados de entrada
(traços ou espectros), não é menos rápida que a FFT (transfor-
mada rápida de Fourier). A percepção da estrutura dos espec-
tros 2D é um ponto de extrema relevância para aplicação dos
procedimentos dos cálculos indicados. Tal análise possibilita
construir de forma correta o algoritmo de cálculo das referidas
integrais. Além disso, também, permitiu escolher corretamente
os parâmetros de discretização dos espectros e aplicar efetivos
filtros de suavização, estabilizando as transformadas inversas.
Sendo assim, após uma análise dos espectros 2D é posśıvel es-
colher o algoritmo de cálculo das integrais, correspondentes à
transformada de Fourier-Bessel, com respeito à freqüência espa-
cial, e determinar o respectivo passo de discretização. Por exem-
plo, partindo dos procedimentos formais, semelhante ao caso
da transformada de Fourier, podemos estimar o requerido passo
com respeito à freqüência espacial ν. Se precisarmos calcular os
traços śısmicos para posicionamento dos receptores com aber-
tura máxima de L = 2500 m, o suposto passo 1ν deve estar
na ordem de 1/L = 0.004. Ao mesmo tempo, conforme a Fi-
gura 5(c), onde se tinha passo semelhante, nos domı́nios com
grande variação dos espectros a grandeza do passo 1ν deve
ser bem reduzida para garantir o cálculo correto das integrais.
As simulações realizadas mostraram que nos domı́nios indica-
dos é preciso diminuir em quase 100 vezes o valor do passo.
Considerando as fórmulas de quadratura de Gauss, este proce-
dimento assegura a estabilidade durante o cálculo das respecti-
vas integrais. Abaixo, durante a tentativa de construção dos re-
queridos traços sı́smicos serão mostradas as conseqüências do
dimensionamento errado do passo 1ν. Com respeito à trans-
formada inversa de Fourier os procedimentos formais não garan-
tem um bom resultado. Por exemplo, analisando a discretização
nos domı́nios tempo-freqüência para aplicação da transforma-
da de Fourier, é fácil produzir uma estimativa aproximada para
os respectivos passos e intervalos de discretização. Assim, se

quisermos obter o registro do modelo até 2.5 s com intervalo
de amostragem de 2 ms, é necessário adotar o intervalo de
freqüência até 250 Hz, cujo intervalo de amostragem é de 0.4 Hz.
Ao mesmo tempo, uma análise realizada nos espectros 2D, as-
sim como em 1D, obtidos ao final da integração com respeito
a ν (veja Fig. 8), mostra um espectro mais irregular em função
da freqüência temporal ω do que esperava-se. Como indicado
acima, isto está relacionado à presença da informação sobre
todos os posśıveis sinais na solução construı́da do problema.
Por isso, temos que usar o parâmetro α, para diminuir sua
influência, ou incrementar substancialmente a quantidade dos
pontos de discretização do intervalo de freqüência.

A consideração de singularidades dos espectros indicados
na escolha de algoritmos efetivos para cálculo das requeridas
integrais permite calcular sismogramas para as componentes
horizontal e vertical do campo de onda, correspondentes a mode-
los de camadas delgadas de qualquer complexidade. A solução
do problema direto para modelos com grande número de cama-
das eleva, essencialmente, o tempo necessário para obtenção da
solução. Além disto, este tipo de modelo aumenta em muito
a complexidade dos espectros, incrementando o número de in-
tervalos de discretização exigidos para a realização das trans-
formadas inversas de Fourier-Bessel e Laplace e, também, à
aplicação dos procedimentos especı́ficos. Ao mesmo tempo, ao
implementarmos o algoritmo desenvolvido, é posśıvel obter sis-
mogramas de alta qualidade, que de fato aproximam os dados
sintéticos à solução anaĺıtica do problema. Quando se traba-
lha com modelos compostos é bom considerar que a comple-
xidade da interpretação dos sismogramas sintéticos obtidos se
aproxima à complexidade da interpretação dos sismogramas re-
ais dos campos de onda. Neste caso a reflexão obtida tem um
caráter interferencial muito complexo. Por isso, do ponto de
vista de uma verificação detalhada sobre a capacidade do al-
goritmo, os sismogramas mais importantes são representados
pelos resultados que foram obtidos em modelos relativamente
simples, com pequeno número de camadas. Este sismograma
multicomponente, embora elementar, mostra a possibilidade de
identificar os diferentes tipos de componentes das ondas. Por
exemplo, através da componente vertical (com certo afastamento
dos receptores da fonte), foram observadas as ondas conver-
tida e transversal, além da onda refletida geral. E as compo-
nentes horizontal e vertical destes mesmos sismogramas per-
mitiram analisar as particularidades na formação da dinâmica
das ondas. Assim, revelam-se as variações dinâmicas das di-
ferentes componentes do campo de onda nos pontos de re-
gistro, correspondentes aos diferentes afastamentos da fonte.
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Por exemplo, analisando a componente horizontal observamos
a variação da amplitude e da dinâmica das ondas convertida e
transversal, mais afastadas da fonte. Junto a isto, quanto mais
distante estiver à onda convertida da fonte, mais lento é o seu
amortecimento, em comparação com a onda transversal. Além
disso, os sismogramas obtidos permitiram estimar a grandeza
das amplitudes das diferentes ondas nas diferentes componen-
tes. O que é considerado como um resultado interessante na
aquisição de dados multicomponentes.

As Figuras 7 e 8 mostram os resultados das transformadas
inversas para espectros que foram construı́dos como solução do
problema direto em modelo contendo uma só camada (veja a
Fig. 2(a)). Com isso, as transformadas inversas, correspondem
aos parâmetros usados na Figura 7. Nesta figura, para maior
detalhamento, foram mostrados somente cinco traços, situados
perto da fonte (o grupo de traços de cima corresponde à compo-
nente horizontal, e o de baixo à componente vertical). Observe
que as componentes correspondentes à superf́ıcie livre foram
excluı́das desta solução. Isto permitiu analisar minuciosamente
algumas caracteŕısticas das ondas refletidas, que podem re-
presentar o maior interesse da interpretação, e, também, esti-
mar o nı́vel das componentes randômicas, associadas com o
procedimento de cálculo das transformadas inversas aplicadas.
A Figura 7 representa um sismograma construı́do com base na
solução do problema no domı́nio espectral. Esta figura mos-
tra que através da solução do problema no domı́nio espectral é
posśıvel construir traços em regiões onde o nı́vel da instabili-
dade computacional é despreźıvel. Esta situação pode ser vi-
sualizada nos receptores mais próximos da fonte, diminuindo
significativamente em direção aos mais distantes da fonte. Com
isso, é posśıvel minimizar a presença de componentes randô-
micas nas componentes verticais, relacionadas com a estabili-
dade do algoritmo.

Conforme demonstra os resultados da Figura 7, nos traços
obtidos pode ser observados claramente, não somente os diver-
sos modos de ondas, incluindo a onda convertida refletida, mas
também as reverberações. Assim, através da componente verti-
cal w, próximo a 1.1 s, observamos a primeira reverberação da
onda longitudinal. Na componente vertical podemos identificar
outras ondas (convertida e transversal) que começam a se for-
mar em torno da região com 0.9 s, mesmo diante de pequenos
afastamentos. Na componente horizontal nitidamente revelam-se
todos os tipos de ondas. Com isso, a amplitude aumenta à me-
dida que se afasta da fonte, o que corresponde à natureza das on-
das e ao tipo da fonte explorada (centro de dilatação). Convêm,
também, notar, que para a componente horizontal, a relação en-

tre as amplitudes dos diversos tipos de ondas difere totalmente
da componente vertical.

Os sismogramas da Figura 8 apresentam o campo de onda
geral que inclui as ondas direta e de superf́ıcie. Através da análise
das componentes horizontal e vertical é posśıvel identificar os de-
talhes da formação dos diferentes tipos de ondas. Além disso,
pelos sismogramas é posśıvel investigar a variação dinâmica das
componentes do campo de onda nos pontos de registro, que
correspondem aos diferentes afastamentos entre fontes e recep-
tores. Particularmente, através da componente horizontal é pos-
śıvel observar que a amplitude e a dinâmica das ondas convertida
e transversal variam com o afastamento da fonte. Junto a isto,
a onda convertida é amortecida mais lentamente do que a trans-
versal, fato teórico bem conhecido. Na Figura 8, através da com-
ponente vertical podemos observar a onda refletida, a convertida
(de 0.9 s a 1.2 s) e a transversal (de 1.3 s até 1.9 s). Ao mesmo
tempo, estes sismogramas mostram o quanto a amplitude des-
tas ondas é mais evidente na componente horizontal do que na
vertical, em comparação com onda longitudinal refletida. Assim,
pela componente horizontal a amplitude das ondas convertidas é
comparável com a da onda longitudinal.

O último sismograma serve como mais uma justificativa do
uso de instrumentos multicomponentes para a separação das re-
feridas ondas, exigida na solução do problema inverso. Além
disso, nos sismogramas apresentados estão bem destacadas,
para cada tipo de onda, as regiões com crescimento da ampli-
tude. A estrutura do campo pode ser útil no nı́vel de planeja-
mento que utiliza os receptores multicomponentes. Assim como,
durante o processamento dos dados reais, visando à separação
dos diferentes tipos de ondas. Para validação dos sismogramas
construı́dos é razoável compará-los com sismogramas calcula-
dos a partir de métodos conhecidos. O método de modelagem por
diferenças finitas é o mais comum entre os que podem ser con-
siderados. As possibilidades e propriedades deste método são
bem conhecidas. Nas Figuras 8(c) e 8(d) mostramos os resul-
tados dos sismogramas sintéticos obtidos pelo método de di-
ferenças finitas. Note que é posśıvel construir todos os tipos
de campos de ondas, mas com qualidade inferior ao do algo-
ritmo proposto. Assim, as caracteŕısticas dinâmicas dos sinais,
correspondentes às ondas, não são bem reveladas, por força da
peculiar “difusão do impulso”, sofridas por muitos algoritmos
baseados no método de diferenças finitas. Além do método de
diferenças finitas, também analisamos o método de traçamento
de raio.

No modelo da Figura 2(a) usamos o método de raio para cal-
cular somente a componente vertical. Para calcular ambas com-
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 - Cinco traços próximos com eliminação da superfície livre. Figura 7 – Cinco traços próximos com eliminação da superf́ıcie livre.

ponentes, horizontal e vertical, precisaŕıamos usar fontes com di-
ferentes potências. Os resultados obtidos são apresentados na
Figura 9(b). Levando em consideração a impossibilidade de mo-
delar as ondas de superf́ıcie dentro dos programas do método
de traçamento de raio disponı́veis, estes foram excluı́dos da
solução do problema direto no algoritmo proposto. Na Figura 9(a)
apresentamos um sismograma correspondente à componente
vertical, obtido pelo algoritmo proposto. A comparação entre es-
tes sismogramas mostra que apesar do método de traçamento de
raio permitir formar as ondas convertida e transversal com pro-
priedades cinemáticas corretas (tempo de trânsito das ondas),
Figura 9(b), as amplitudes não correspondem às obtidas com a
solução exata do problema direto, Figura 9(a). Isto pode ser jus-
tificado pelo uso de um tipo diferente de fonte. Desta forma, ao
aplicar o método de traçamento de raio, temos que utilizar uma
fonte que combine as forças horizontal e vertical, e assim obter as
ondas convertida e longitudinal. Ao mesmo tempo, no algoritmo
proposto para solução do problema direto, usamos uma fonte do
tipo do centro de dilatação, posicionada abaixo da superf́ıcie li-

vre. No sismograma, construı́do pelo método de traçamento de
raios, é viśıvel que a fonte combinada levou ao surgimento da
componente de onda transversal. Este último efeito nunca foi
observado em situação real.

A Figura 10 demonstra os resultados mais complicados
de aplicação do algoritmo proposto para cálculo dos sismo-
gramas correspondentes às componentes horizontal e vertical.
A Figura 2(c) apresenta os parâmetros do modelo multilaminar
usado, e da subcamada. Como nos exemplos anteriores, durante
os cálculos dos sismogramas foram extraı́das as componentes
do campo de onda, correspondentes à extremidade livre (onda
direta e a de superf́ıcie).

Na execução das transformadas inversas, foram usados os
mesmos parâmetros empregados nas modelagens mais simples.
Por isso, não é posśıvel garantir uma boa qualidade do campo
de onda calculado. Mas aqui não será efetuado este tipo de
análise, que se justifica em sismogramas provenientes de da-
dos reais, cuja finalidade é garantir uma melhor interpretação e
solução de problemas geológicos concretos. No presente caso,
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 8 – Os sismogramas construı́dos em base: (a-b) do método proposto e (c-d) das diferenças finitas. Coluna esquerda corresponde à componente vertical
e coluna direita à horizontal.
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(a) (b)

Figura 9 – Comparação dos resultados obtidos para a componente vertical: (a) método proposto e (b) traçamento de raio.

a importância está em estimar parâmetros de objetos complexos
através do algoritmo proposto.

Em prinćıpio, os sismogramas obtidos são verosśımeis.
Neles estão presentes os diferentes tipos das ondas. Todas as
ondas possuem uma natureza complexa interferencial, o que
está relacionada à complexidade do meio. As principais carac-
teŕısticas do comportamento dos diferentes tipos das ondas nas
diversas componentes coincidem com a modelagem mais sim-
ples, analisada anteriormente. Assim, através da componente
horizontal podemos observar pequenas amplitudes nas ondas
longitudinais. Ao mesmo tempo, na estrutura do campo de onda
obtida surgem caracteŕısticas adicionais, que o diferem do campo
de onda para a camada delgada. Por exemplo, uma redistribuição
de energia pode ser observada nas ondas convertida e transver-
sal, comportamento peculiar na componente horizontal. Em uma
análise rápida, esta caracteŕıstica pode levar a sério erros, e este
deve ser considerado em casos reais. Além disso, para um pa-
cote com considerável número de camadas delgadas, também é
posśıvel observar pela componente horizontal reflexões mais sig-
nificantes do que a obtida em interfaces individuais ou camadas

delgadas isoladas. Baseado nisto, pode-se esperar que diante da
análise dos reservatórios de camadas delgadas, as componentes
horizontais forneçam informações através das ondas convertidas.

A interpretação mais detalhada do caráter da reflexão dentro
da presente modelagem, não foi realizada. Em nossa opinião,
uma observação detalhada do caráter da reflexão do modelo e sua
interpretação devem ser realizadas em conjunto com a solução
do problema inverso. É prefeŕıvel, também, compará-los com
situações reais observadas. No último caso, existe a oportunidade
de estimar: o quanto o campo modelado corresponde à situação
real e quais de suas caracteŕısticas têm maior significado.

CONCLUSÕES

O algoritmo proposto neste trabalho tomou como base a trans-
formação do sistema completo de Lamé, no domı́nio espec-
tral, usando as transformadas de Fourier-Bessel com respeito
à variável r , e a de Laplace com respeito à variável t . Isto
constitui um esquema eficaz para solução do sistema construı́do,
e permite considerar o algoritmo como uma alternativa ao es-
quema de diferenças finitas, amplamente utilizadas na modela-
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(a) (b)

Figura 10 – Sismogramas para modelo de 27 camadas, obtido utilizando o algoritmo proposto: (a) componente vertical e (b) componente horizontal.

gem numérica de meios horizontalmente estratificados. Tal pro-
cedimento possui vantagens relevantes:

1. Exclusão das componentes que correspondem à superf́ıcie
de observação, remoção dos efeitos de superposição das
ondas de superf́ıcie e primária nas ondas refletidas nos
objetos alvos.

2. A duração e a qualidade do trabalho não são determinadas
pelo intervalo de discretização do modelo do meio; por
isso o método proposto demonstra ser eficaz em mode-
los que representem de forma reaĺıstica algumas situações
estratigráficas encontradas em reservatórios, como: acu-
nhamento, afinamentos estratigráficos de corpos de areia e
bordas de estruturas canalizadas, que provocam um efeito
significativo na amplitude da onda refletida.

3. Demonstra elevada estabilidade, no que diz respeito à
acumulação de erros numéricos e preservação da forma
inicial do sinal, possibilitando a obtenção de sismogramas
sintéticos mais próximos daqueles obtidos com a solução
teórica exata do problema.

Nesta pesquisa demonstramos o potencial do algoritmo pro-
posto para auxiliar no processo de caracterização de reserva-

tórios constituı́dos por corpos com espessuras subsı́smicas. As
considerações aqui efetuadas sugerem a continuidade desta pes-
quisa através da aplicação do algoritmo proposto na análise de
imagens das ondas e investigações multicomponentes. Além
disso, levando em consideração a elevada precisão dos sismo-
gramas sintéticos apresentados, torna-se interessante propor um
algoritmo para solução do problema inverso no domı́nio espec-
tral, baseado no traçamento de raios de diferentes modos de on-
das. Espera-se que o uso deste algoritmo de inversão, nas eta-
pas de exploração e desenvolvimento de um campo, produza ima-
gens mais fidedignas da geologia em subsuperf́ıcie. E através da
integração de todos os dados disponı́veis possa ser gerado mo-
delos mais precisos, otimizando assim, a localização de zonas
produtoras e principalmente, aumentando o sucesso na previsão
do comportamento de um campo.
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AD. 2007. Problemas inversos dinâmicos para estimativa de parâme-
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