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ABSTRACT. In this article we analyze several aspects of using the temporal Laplace and spatial Fourier-Bessel transforms in the solution of seismic inverse dynamic

problems by optimization methods. Considering, as an example, thin layer models of media, we show that the real part of the Laplace parameter can be used as a

regularization parameter in two principal stages of the solution of the inverse problem: solution of the direct problem, and combination of the theoretical solution of the

direct problem with spectra of seismograms. It is shown that varying this parameter we can improve the properties of the misfit functional, accelerate the convergence

of the method, and get a better initial approximation. Besides this, there was studied the influence of the parameter of Laplace and smoothing filters in the degree of

similarity between two types of spectra: calculated using the seismograms (considering the limitation of the aperture of real observations) and obtained on basis of the

analytical formulas. The results of this study made possible the development of computational proceedings, which aim to guarantee the good quality of the calculation

of discrete spectra, using for this the Fourier-Bessel and Laplace transforms.

Keywords: Lamé system, stratified media, thin layer reservoir, spectral domain, multi-wave and multi component observation, inverse dynamic problem.

RESUMO. Neste artigo são analisados, utilizando métodos de otimização, vários aspectos da aplicação das transformadas de Laplace temporal e de Fourier-Bessel

espacial na solução de problemas inversos dinâmicos da śısmica. Modelos delgados do meio são considerados, como exemplo, para demonstrar que a parte real do

parâmetro de Laplace pode ser utilizada como um regularizador nas duas principais etapas de construção da solução do problema inverso: solução do problema direto

e combinação da solução teórica do problema direto com os espectros dos traços sı́smicos. Isto permite evidenciar que a partir da variação deste parâmetro é posśıvel

melhorar as propriedades do funcional de erro, acelerar a convergência do método e obter uma aproximação inicial mais acurada. Além disto, estudou-se a influência

do parâmetro de Laplace e dos filtros de suavização no grau de similaridade entre os dois tipos de espectros: calculado usando os sismogramas (considerando a

limitação da abertura de observações reais) e obtido com base nas fórmulas anaĺıticas. Os resultados deste estudo possibilitaram o desenvolvimento de procedimentos

computacionais, que visam garantir a boa qualidade do cálculo dos espectros discretos, usando para isto as transformadas de Fourier-Bessel e de Laplace.

Palavras-chave: sistema de Lamé, meio estratificado, reservatório delgado, domı́nio espectral, sistema de observação multi-onda e multicomponente, problema

inverso dinâmico.
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INTRODUÇÃO

A propagação de ondas śısmicas no meio rochoso é um pro-
cesso complexo, caracterizado por vários parâmetros, entre eles
podemos citar os cinemáticos e dinâmicos. Os parâmetros cine-
máticos referem-se ao estudo de frente de ondas e raios, e estão
estreitamente relacionados ao cálculo do tempo de percurso das
ondas. Os parâmetros dinâmicos incluem amplitude e energia,
forma da onda e caracteŕısticas espectrais, polarização espacial,
e peculiaridades de interferência. Esta divisão entre parâmetros
cinemáticos e dinâmicos é convencional, especialmente, se con-
siderarmos que na solução de problemas diretos e inversos,
e, também, na supressão dos ruı́dos presentes no sinal, é ne-
cessário utilizar as caracteŕısticas cinemáticas das ondas. Ao
mesmo tempo, é razoável considerar a cinemática das ondas
como um objeto independente da geof́ısica teórica, visto que
importantes caracteŕısticas do meio, tais como: profundidade,
forma dos refletores sı́smicos, velocidades de propagação das
ondas, são medidas com maior precisão através da análise dos
tempos de percurso das ondas, do que, por exemplo, através
das amplitudes das ondas registradas.

A solução de problemas inversos para definição dos parâme-
tros do objeto alvo, usando o campo sı́smico registrado, se con-
figura como uma das etapas mais importantes do processamento
e interpretação de dados śısmicos. Em função do objeto investi-
gado podemos dividir tais problemas nas seguintes classes:

1) Determinação dos parâmetros da fonte do campo de on-
da śısmica, supondo que as caracteŕısticas do meio são
conhecidas.

2) Determinação das caracteŕısticas do meio, supondo que
os parâmetros da fonte são conhecidos.

Os problemas do primeiro tipo são usualmente encontrados
na sismologia, na definição dos parâmetros de epicentros dos ter-
remotos. Os problemas do segundo tipo são t́ıpicos na exploração
śısmica, por exemplo, na determinação da velocidade e densi-
dade de um modelo estratificado do meio.

A depender dos parâmetros do campo de onda usados na
solução dos problemas inversos é posśıvel distinguir entre pro-
blemas cinemáticos e dinâmicos. Nos problemas inversos ci-
nemáticos o tempo de trânsito das ondas sı́smicas é utilizado
como uma informação adicional. A solução dos problemas in-
versos dinâmicos é caracterizada pela utilização da informação
sobre a amplitude das ondas sı́smicas.

Atualmente os métodos de solução dos problemas inver-
sos cinemáticos ainda são mais desenvolvidos. Alekseev et al.
(1979), Nolet et al. (1987), Červený (2001) abordam as for-

mulações gerais de tais problemas, condições de existência
das soluções, questões de estabilidade e unicidade, e, também,
propõem algoritmos para solução. Recentemente a teoria dos
problemas inversos dinâmicos śısmicos vem se desenvolvendo
intensivamente, veja Alekseev (1967), Romanov (2002), Lavren-
tiev et al. (2003). No entanto é importante ressaltar, que até
para o problema 1D, a utilização da solução obtida é limitada
em virtude da idealização dos modelos, e, também, devido a di-
ficuldades computacionais. Os resultados obtidos são pouco ex-
pressivos, e justificados pelo baixo desenvolvimento da teoria
dinâmica da propagação das ondas elásticas no meio em subsu-
perf́ıcie; pelo baixo conhecimento da distribuição dos parâmetros
no meio geológico; pela dependência entre as caracteŕısticas
dinâmicas das ondas e as propriedades f́ısicas das rochas. Desta
forma, constata-se que apesar da história de desenvolvimento da
teoria dos problemas dinâmicos inversos aplicados a sı́smica, até
o presente momento, os métodos não são suficientemente efeti-
vos para serem utilizados com êxito na exploração śısmica. Os
métodos de otimização da solução dos problemas inversos, ba-
seados na solução aproximada dos problemas diretos, particu-
larmente, o método de traçamento de raio, são amplamente ilus-
trados, por exemplo, em Kendall & Stuart (1973), Jurado et al.
(1995). Porém, nestes trabalhos, o problema é considerado, sob
o ponto de vista da śısmica tradicional, para meios geológicos
com camadas espessas, onde o tempo de trânsito da onda até
as camadas supera metade do comprimento da onda. No caso
de aplicação desta concepção para modelos de camadas delga-
das, varias questões ficaram sem resposta, tais como: o quanto o
campo de onda é adequadamente descrito, quais tipos de ondas
devem ser levados em conta, entre outras.

Muitos trabalhos teóricos foram dedicados à solução dos
problemas inversos em modelos delgados e verticalmente hete-
rogêneos, ver, por exemplo, Alekseev (1967), Blagoveshchens-
kii (2001), Kabanikhin & Lorenzi (1999), Romanov (2002). Estes
autores construı́ram algoritmos teóricos e numéricos que com-
provam a possibilidade de determinação dos coeficientes de
Lamé e densidade em função da profundidade. Mas em tais
formulações matemáticas foram usadas suposições sobre o re-
gistro do campo elástico em qualquer ponto da superf́ıcie li-
vre, e determinados tipos de fontes, que permitem reduzir o sis-
tema de equações elásticas a um sistema mais simples, trans-
formando o problema inverso completo em uma série de pro-
blemas inversos, relativamente simples. Porém, tais fontes são
pouco aplicadas na indústria, e sua criação requer gastos ex-
cessivos. Em virtude disto, investigamos o problema inverso
1D, utilizando uma fonte do tipo centro de dilatação instantânea,
que serve como modelo de fonte explosiva na terra e na água.
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Neste caso, a redução do sistema de equações elásticas em
equações escalares separadas torna-se inviável, requerendo a
investigação da solução do problema inverso completo, o que
representa laborioso problema matemático e numérico. Neste ar-
tigo a solução deste problema é alcançada através dos métodos de
programação não-linear, minimizando o funcional objetivo, cons-
truı́do no domı́nio espectral. Com isso, construı́mos a solução
exata do problema direto considerando um sistema de elasti-
cidade relativamente complexo para camadas delgadas. Usa-
mos para isso, uma concepção matricial de redução do sis-
tema de elasticidade ao sistema de equações do tipo Riccatti,
proposto por Thomson e Haskel (Thomson, 1950; Haskel, 1953),
veja também Ursin (1983) e Molotkov (1984).

As investigações prévias do funcional de erro, executa-
das no domı́nio espectral, mostraram a sua não convexidade
(Karchevsky, 2005) e existência de máximos e mı́nimos lo-
cais. Tais resultados representam uma conseqüência direta
da não-linearidade do problema inverso, e presença de mui-
tos parâmetros (freqüência espacial, freqüência temporal, quan-
tidade de freqüências espacial e temporal ao construir funcio-
nal, e combinação destes parâmetros durante a solução numérica
do problema inverso). Mas, mesmo assim, estas investigações,
realizadas a partir de exemplos numéricos, proporcionaram a
formulação de uma estratégia de minimização, que leva ao
mı́nimo global. A implementação desta estratégia permitiu esti-
mar os parâmetros do reservatório delgado, cujas espessuras das
camadas são similares às dos reservatórios reais. Na construção
de um funcional de erro no domı́nio espectral surge um pro-
blema com a apresentação do campo de onda espalhado, re-
gistrado na superf́ıcie, usando transformadas integrais. No caso
do modelo axialmente simétrico, esta representação faz uso das
transformadas de Laplace com respeito ao tempo, e de Fourier-
Bessel com respeito às coordenadas espaciais. Note a impor-
tância do estudo das caracteŕısticas especiais a partir do uso
das transformações indicadas no cálculo dos espetros bidimen-
sionais, e na construção da solução de problemas inversos no
domı́nio espectral, quando se utilizam as ondas espalhadas, re-
gistradas na superf́ıcie livre.

Neste artigo apresenta-se a investigação das principais pos-
sibilidades do método proposto.

FORMULAÇÃO DE PROBLEMA

Problema direto

Consideremos um meio composto por n camadas estratificadas:
0 = z0 < z1 < ∙ ∙ ∙ < zn < ∞. As propriedades
f́ısicas de cada camada zk−1 < z < zk , k = 1, 2, . . . , n,

caracterizam-se pelos coeficientes de Lamé λ,μ, e densidade
ρ – funções constantes por partes com descontinuidades nos
pontos zk , k = 1, 2, . . . , n. As oscilações elásticas no meio
são geradas por uma fonte do tipo centro de expansão, definido
pela fórmula:

ρsπ grad δ(x, y, z − zs)g(t),

onde zs (zs > 0, zs 6= zk , k = 1, . . . , n) é a profundidade
da fonte, g(t), g(t) ≡ 0 para t < 0, é a forma de impulso,
δ(x, y, z) é a função de Dirac, e ρs – a densidade da camada
onde a fonte está situada.

Visto que o problema é formulado para um meio horizontal-
mente estratificado, podemos discorrer sobre a simetria do meio
e fonte, e representar o problema no sistema de coordenadas
ciĺındricas:

x = r cos θ, y = r sin θ, z = z

0 ≤ r < ∞ 0 ≤ θ ≤ 2π, −∞ < z < ∞

Neste caso o vetor de deslocamento não depende da coordenada
angular e tem somente duas componentes: u(z, r, t) – radial
(horizontal) e w(z, r, t) – vertical. O sistema de Lamé é repre-
sentado em coordenadas ciĺındricas, da seguinte forma:

∂
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(1)

A transição de uma função s(z, r, t) para o domı́nio espectral é
realizada utilizando as transformadas de Fourier-Bessel com res-
peito à variável espacial r , e Laplace com respeito à variável tem-
poral t :

s̃(z, ν, p) =
∫ ∞

0
ept dt

∫ ∞

0
s(z, r, t)Jm(rν)rdr , (2)

onde Jm é a função de Bessel da ordem m, ν é a freqüência
espacial da transformada de Fourier-Bessel, e p é o parâmetro
da transformada de Laplace; p = −α + iω e ω = 2π f , f é
a freqüência temporal. O ı́ndice m é igual a 0 para a componente
vertical w(z, r, t), e 1 para a componente horizontal u(z, r, t).
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As Eqs. (1) podem ser representadas no domı́nio espectral
como:

ρ
d

dz

(
μ

dũ

dz
− νμw̃

)
− νλ

dw̃

dz

−
(
(λ + 2μ)ν2 + ρp2)ũ = νρsδ(z − zs)g̃(p)

ρ
d

dz

(
(λ + 2μ)

dw̃

dz
+ νλũ

)
+ νμ

dũ

dz

−
(
μν2 + ρp2)w̃ = −ρs

d

dz
δ(z − zs)g̃(p)

(3)

onde g̃(p) é a transformada de Laplace da função g(t). Como o
problema direto, considera-se a definição das funções ũ(z, ν, p)

w̃(z, ν, p), que no domı́nio z > 0 satisfazem as Eqs. (3) e as
seguintes condições de contornos e de atenuação:

(
μ

dũ

dz
− νμw̃

)∣
∣
∣
∣
z=0

= 0

(
(λ + 2μ)

dw̃

dz
+ νλũ

)∣
∣
∣
∣
z=0

= 0

lim
z→∞

(
ũ, w̃

)
= 0

(4)

Além disto, nos pontos de descontinuidade dos coeficientes são
válidas as seguintes condições de equilibro:

[
μ

dũ

dz
− νμw̃

]

zk

= 0, [ũ]zk = 0

[
(λ + 2μ)

dw̃

dz
+ νλũ

]

zk

= 0, [w̃]zk = 0

(5)

[ f ]z = f (z + 0) − f (z − 0) representa o salto da função f
no ponto z.

As condições definidas pelas Eqs. (3)-(5) são t́ıpicas da
formulação de problemas matemáticos aplicados à exploração
śısmica.

Problema inverso

O problema inverso consiste na definição das velocidades Vp =√
λ+2μ

ρ
, Vs =

√
μ
ρ

, densidade ρ, e espessura de cada camada,

usando como informação adicional a solução do problema direto,
definido pelas Eqs. (3)-(5):

ũ(0, ν, p) = ũ R(ν, p), w̃(0, ν, p) = w̃R(ν, p) , (6)

onde ũ R(ν, p), w̃R(ν, p), ν ∈ �v , ω ∈ �ω são funções
conhecidas,

�ν =
{
ν1, ν2, . . . , νNν

}
, �ω =

{
ω1, ω2, . . . , ωNω

}

e Nν , Nω são números finitos.
Numericamente o problema inverso, definido pelas Eqs. (3)-

(6), pode ser resolvido minimizando o seguinte funcional obje-
tivo:

J (2) =
∑

ν∈�ν

∑

ω∈�ω

hνhω

×
(
|w̃R(ν, p) − w̃(0, ν, p,2)|2

+|ũ R(ν, p) − ũ(0, ν, p,2)|2
)
,

(7)

que representa uma função dos parâmetros objetivos 2 (ca-
racteŕısticas elásticas Vp , Vs , ρ e espessura das camadas).
Na construção deste funcional é preciso transformar os sismo-
gramas em espectros bidimensionais ũ R(ν, p), w̃R(ν, p), e
também calcular os valores teóricos destes espectros, utilizando
para isto, a solução do problema direto no domı́nio espectral
ũ(0, ν, p,2), w̃(0, ν, p,2). As constantes hν , hω são
os multiplicadores de normalização, e dependem da quantidade
das freqüências espacial e temporal utilizadas, e do intervalo
de amostragem:

hνk =

{
νk−νk−1
νNν −ν1

, Nν > 1

1, Nν = 1

hωn =

{
ωn−ωn−1
ωNω −ω1

, Nω > 1

1, Nω = 1

Na Eq. (7), os ı́ndices k, n foram omitidos para simplificação.

INFLUÊNCIA DAS TRANSFORMADAS NO FUNCIONAL
J (2) E ESPECTROS CALCULADOS

Propriedades do funcional objetivo

O funcional J (2) depende tanto do vetor 2 como dos parâme-
tros hν , hω, �ν , �ω, α. A solução do problema de minimi-
zação é reduzida a uma busca de todos, ou uma parte dos com-
ponentes do vetor 2, que minimizem a Eq. (7). Note que a
minimização do funcional objetivo no problema inverso é um dos
métodos mais divulgados, ver, por exemplo, Himmelblau (1972),
Gill et al. (1981). A dificuldade principal de minimização deste
funcional reside na existência de mı́nimos e máximos locais. Pos-
teriormente será mostrado que o funcional objetivo, definido pela
Eq. (7), também apresenta esta dificuldade.

Vamos analisar as mudanças do funcional objetivo em relação
aos diferentes parâmetros. Visto que os valores de J (2) são cal-
culados utilizando as funções ũ(z, ν, p), w̃(z, ν, p) é impor-
tante compreender o comportamento destas funções com respeito
a alguns dos principais parâmetros. Os experimentos, realizados
no cálculo dos espectros bidimensionais para vários modelos,
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mostraram que os parâmetros α, ν têm maior influência na es-
trutura destas funções e do funcional, também.

A investigação da solução do problema direto possibili-
tou a obtenção das caracteŕısticas espectrais das funções ũ, w̃.
A principal conclusão de tais investigações é que para α > 5
os valores das funções ũ, w̃ praticamente coincidem para mo-
delos com escalas variáveis de freqüências espacial e temporal.
A partir da redução gradual de α, as diferenças nos valores das
funções ũ, w̃ começam a se manifestar para os meios com ca-
madas relativamente espessas. Para os valores mais baixos deste
parâmetro, α < 0.1, as diferenças tornam-se essenciais para
todos os modelos delgados utilizados. O sentido f́ısico deste
efeito pode ser entendido a partir da análise da transformada de
Laplace. Esta transformada pode ser interpretada como a trans-
formada de Fourier do sismograma original com função de peso
e−αt . Por isso, para valores elevados de α, a contribuição de
tempos, correspondentes a reflexões de horizontes mais profun-
dos e outros tipos de ondas (múltiplas, convertidas, entre outras),
nos valores das funções ũ, w̃ serão praticamente nula. Estas re-
flexões serão anuladas pelo fator exponencial. E ao contrário,
reduzindo os valores de α, aumentamos a contribuição destes
componentes nos valores das funções ũ, w̃.

A partir da análise da estrutura da Eq. (7), vários experi-
mentos numéricos, alguns bastante complicados, foram execu-
tados para uma sistematização. Neste artigo, apresentaremos so-
mente um exemplo para descrever as regras definidas durante a
investigação. Os resultados deste experimento são ilustrados na
Figura 1, e apresenta a estrutura do funcional J (2) para o mo-
delo definido na Figura 2, considerando a variação do parâmetro
Vp na última camada do modelo – camada 4. A camada e o
parâmetro foram escolhidos de forma arbitrária. Durante a cons-
trução do funcional foram usados somente os valores da função
w̃(0, ν, p) para a representação do contraste de suas singula-
ridades. É importante pontuar que as regularidades básicas en-
contradas no comportamento de funcional foram similares para
outros modelos delgados e combinações das funções ũ, w̃.

É óbvio que variando mais parâmetros em várias camadas, o
comportamento do funcional objetivo torna-se mais complicado.
Porém, este simples exemplo, possibilita a análise de algumas
singularidades e formular as recomendações para elaboração de
uma estratégia de minimização deste funcional. Na Figura 1 o
eixo horizontal corresponde a V 2

p , e o eixo vertical – aos valores
do funcional J (2). Esta investigação tem como meta analisar a
influência das freqüências temporal e espacial no comportamento
do funcional construı́do.

A Figura 1(a) mostra o comportamento do funcional para
as freqüências localizadas numa área, situada na parte esquerda

superior da figura. Neste experimento, utilizamos o seguinte
conjunto de parâmetros: α = 0.1, ν = {0, 0.1}, e 100
valores de f regularmente distribuı́das no intervalo [5, 50] Hz.
Note que o comportamento do funcional, construı́do nesta área,
não é favorável à busca do mı́nimo global, observa-se um grande
número de extremos locais irregulares. Isto impossibilitou a
definição do valor exato V 2

p = 4.84.
A Figura 1(b) mostra o comportamento do funcional com

relação ao aumento do intervalo e quantidade de freqüências tem-
porais. Neste caso α = 3 e ν = {0, 0.01}. Os gráficos
apresentados nesta figura correspondem aos seguintes interva-
los de freqüências temporais: [5, 50], [5, 100], [5, 150], [5, 200],
[5, 300], [5, 500], [5, 900], [5, 1900], todos com intervalo de
amostragem de 1 Hz. O primeiro gráfico inferior (mais incli-
nado) corresponde ao intervalo mı́nimo de freqüências, o último
gráfico superior (mais abrupto) corresponde ao intervalo máximo
de freqüências. É viśıvel a tendência de suavização do funcio-
nal e desaparecimento dos mı́nimos locais. Podemos observar
que a partir de alguns intervalos este efeito começa a desapa-
recer. A Figura 1(c) ilustra o comportamento do funcional em
resposta ao aumento do número das freqüências temporais em
um intervalo limitado. Aqui α = 3, ν = {0, 0.01}, o inter-
valo das freqüências [5, 50] Hz, e os gráficos do funcional J (2)

foram construı́dos para as seguintes partições deste intervalo:
10, 50, 100, 500, 2000. O gráfico mais inferior corresponde à
partição mı́nima (os três últimos gráficos coincidiram entre si,
praticamente). Observe a suavização dos gráficos para velocida-
des menores, quando V 2

p < 2. A Figura 1(d) mostra a variação
do funcional em relação ao aumento do número das freqüências
temporais em um intervalo limitado. Aqui foram utilizados os se-
guintes parâmetros: α = 3, 100 valores da f no intervalo [5,
50] Hz. Para cada um dos três gráficos, 2, 11, e 21 valores de ν

amostrados com regularidade foram escolhidos no intervalo
[0, 0.01]. Observe que o aumento do número das freqüências
espaciais praticamente não muda o comportamento do funcional.

É interessante analisar o comportamento do funcional em
relação às baixas freqüências temporais, veja a Figura 1(e). Onde
α = 3, ν = {0, 0.01}. Para a construção dos cinco gráficos
foram escolhidos os seguintes intervalos das freqüências tem-
porais: [5, 10], [5, 20], [5, 30], [5, 40], [5, 50]. Para cada um
dos intervalos foram escolhidos 30 valores de freqüências, amos-
trados com regularidade. O gráfico mais inclinado corresponde
ao primeiro intervalo, e o mais abrupto corresponde ao último.
Isto possibilita observar com clareza que o funcional objetivo tem
uma forma quase convexa nos intervalos de baixas freqüências,
quando f < 20 Hz. Nas freqüências médias, o incremento
deste intervalo acentua o declive de curva e aparecem os extre-
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Figura 1 – Gráficos do funcional objetivo com respeito aos parâmetros de construção.

mos locais. A Figura 1(f) ilustra o comportamento do funcional
em relação ao parâmetro α. Onde ν = {0, 0.01}, e foram utiliza-
dos 100 valores da f no intervalo [5, 50] Hz. Na construção des-
tes gráficos usamos os valores de α iguais a 1 (gráfico inferior)
e 3 (gráfico superior) – compare com o gráfico da Figura 1(a),
quando α = 0.1. Note que o crescimento de α provoca uma
mudança no comportamento do funcional para uma forma mais
convexa e suave.

Os resultados obtidos permitem tecer conclusões que são

úteis na solução numérica do problema inverso, baseada na mini-
mização do funcional objetivo.

1. O crescimento do parâmetro α suaviza os espectros bidi-
mensionais ũ(z, ν, p), w̃(z, ν, p).

2. Para elevados valores de α meios com camadas de grande
espessura e meios com estrutura mais complexa são pra-
ticamente indistinguı́veis.
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Figura 2 – Estrutura de modelo.

3. Com ampliação do intervalo das freqüências temporais
utilizadas e aumento do intervalo de amostragem o fun-
cional objetivo mostra uma tendência à suavização, Figu-
ras 1(b) e 1(c).

4. A busca do ponto de mı́nimo global do funcional torna-
se imposśıvel se utilizarmos os parâmetros, para quais os
valores das funções ũ(z, ν, p), w̃(z, ν, p) pertençam
ao domı́nio onde a função de resposta do meio apresenta
“fortes” oscilações, relacionadas ao espectro do problema
direto, Figura 1(a).

5. Aumento do número das freqüências espaciais utilizadas
em um intervalo limitado não melhora as propriedades do
funcional objetivo, Figura 1(d).

6. O funcional objetivo tem uma forma quase convexa e mais
suave para as baixas freqüências temporais. A ampliação
do intervalo das freqüências temporais, com inclusão das
freqüências médias e altas, transforma o funcional num
mais abrupto. Mas neste caso, aparecem os extremos lo-
cais, conforme ilustra a Figura 1(e).

7. Com aumento de α o funcional objetivo transforma-se em
um funcional quase convexo e mais suave, e ao contrário,
com a diminuição do parâmetro α o funcional transforma-
se num mais abrupto. Mas neste caso, aparecem os extre-
mos locais, conforme mostra a Figura 1(f).

A utilização de tais conclusões melhora a seleção dos parâ-
metros usados na construção de J (2); em particular, dos parâ-

metros α e ν, dos intervalos das freqüências temporal e es-
pacial, e do número destas freqüências. A melhor escolha de tais
parâmetros possibilita formar uma estrutura do funcional objetivo
favorável à minimização. A mudança deste conjunto, em algu-
mas etapas da minimização, permite melhorar a busca do mı́nimo
global e, por esta razão, garantir a solução do problema inverso
com maior precisão.

ESTRATÉGIA DE MINIMIZAÇÃO DO FUNCIONAL J (2)

USANDO O PARÂMETRO α

Como mostrado acima, o funcional objetivo pode ter uma es-
trutura complexa, incluindo extremos locais. É conhecido, que
a busca do mı́nimo global é um problema extremamente dif́ıcil
de ser resolvido. Portanto, a escolha de uma estratégia de
minimização de tal funcional é uma etapa importante na solução
geral. A melhoria das propriedades do funcional e simplificação
do processo de minimização poderia ser feita estendendo o in-
tervalo das freqüências temporais. Porém, a presença no sinal
śısmico real de uma faixa de freqüências muito limitada, prati-
camente inviabiliza este caminho. Por isto, o mais prático é um
esquema baseado nos diferentes valores do parâmetro α.

A estrutura deste esquema é a seguinte:

• Começar a minimização do funcional escolhendo como
aproximação inicial um modelo composto de algumas ca-
madas espessas;

• Nas primeiras etapas da minimização do funcional usar
os maiores valores de α e intervalo de baixas freqüências
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temporais. Quando a velocidade de minimização do fun-
cional começar a diminuir, podemos ampliar o intervalo
de freqüências temporais e continuar o procedimento de
minimização;

• Após a redução de α, mais uma vez implementa-se a mini-
mização. Desta forma, reduzimos α por etapas, até quan-
do o valor do parâmetro buscado da próxima camada es-
pessa permanecer inalterado;

• Representamos a próxima camada espessa como um
pacote de camadas mais finas. Inicialmente, calculamos
a aproximação seguinte em freqüências baixas, depois
disto, indicamos esta aproximação com exatidão, utili-
zando um intervalo de freqüências temporais mais amplo;

• Deste modo, passamos gradualmente a reconstrução dos
parâmetros das camadas superiores para camadas infe-
riores.

Esta estratégia permite, utilizando um intervalo com as
freqüências baixas e um valor elevado do parâmetro α, chegar
mais perto do mı́nimo global. Para este conjunto de parâmetros
o funcional tem uma forma em declive. Também é conhecido
que para funcionais deste tipo, os métodos de gradientes apre-
sentam um “baixo” desempenho na vizinhança do ponto mı́nimo,
veja Nocedal & Wright (2006). Mas, esta aproximação chega
mais perto do mı́nimo global que a aproximação inicial. Em se-
guida, passo a passo, diminuindo α e estendendo o intervalo de
freqüências temporais, chegamos mais perto do mı́nimo global. A
Figura 1(e) mostra que os extremos locais surgem, inicialmente,
nos domı́nios de freqüências muito altas e muito baixas, e depois,
com a ampliação do intervalo de freqüências temporais aproxi-
mamos mais do mı́nimo global. Se diminuirmos α no funcional
objetivo pode ser observado um comportamento similar. Assim,
selecionando o intervalo de freqüências temporais e variando α,
é posśıvel aproximar-se do mı́nimo global, e evitar os extremos
locais. Na realização prática deste esquema, para cada pacote de
camadas, foram utilizados os seguintes passos, que definem o
algoritmo da solução do problema inverso no domı́nio espectral:

1. Reconstrução da velocidade das ondas longitudinais Vp :

• Escolha de ν = 0;

• Escolha de uma aproximação inicial Vp = const,
em todas as camadas do pacote dado;

• Escolha do intervalo de freqüências [10, 25] Hz;

• Minimização do funcional objetivo, parando o pro-
cesso quando funcional ou norma do gradiente do
funcional for menor que um número positivo ε1;

• Escolha do intervalo de freqüências [10, 85] Hz;

• Utilização da aproximação obtida Vp , como uma
aproximação inicial, para todas as camadas deste
pacote, e minimização do funcional objetivo para as
camadas mais finas;

• Processo de minimização do funcional deve ser in-
terrompido quando o funcional ou a norma do gra-
diente do funcional for menor que um número po-
sitivo ε2.

2. Reconstrução da velocidade das ondas transversais Vs :

• Escolha de ν no intervalo [0.001, 0.01];

• Escolha de uma aproximação inicial Vs = c1Vp +
c2 (c1, c2 são as constantes correlativas, t́ıpicas
para área dada), utilizando os valores reconstruı́dos
para todas as camadas do pacote analisado;

• Escolha do intervalo de freqüências [5, 65] Hz;

• Minimização do funcional objetivo, interrompendo
o processo quando o funcional ou a norma do gra-
diente do funcional tornar-se menor que um número
positivo ε3.

3. Escolha de um ou vários valores para ν do intervalo
[0.001, 0.01], e minimização do funcional objetivo para
a precisão de Vp, Vs .

A Figura 3 representa um exemplo da realização deste es-
quema para a definição do parâmetro Vp . Neste caso, inicial-
mente considerou-se o meio como homogêneo, contendo uma
camada com 100 m de espessura na parte superior do modelo,
veja a Figura 3(a). A fonte pontual foi posicionada na superf́ıcie
livre z = 0. A seguir definem-se os parâmetros intervalares da
primeira camada espessa, veja a Figura 3(b). Nesta etapa foram
utilizados α = 10 e um intervalo de freqüências temporais rela-
tivamente baixos de [5, 15] Hz. Por força das condições impos-
tas aos parâmetros do meio, os parâmetros da camada superior
foram definidos com exatidão. Depois disto, de acordo com o es-
quema geral, definimos os parâmetros do modelo delgado dentro
desta camada. Utilizaram-se α = 5 e o intervalo de freqüências
temporais de [5, 25] Hz. Os resultados obtidos estão repre-
sentados na Figura 3(c). Em todas as camadas deste conjunto
os valores estimados correspondem aos verdadeiros, exceto as
camadas 9 e 10, onde visualizamos alguns erros.

A seguir passamos à próxima camada espessa, veja Fi-
gura 3(d), correspondente à segunda camada do modelo. Os
parâmetros desta camada foram estimados e os parâmetros do
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pacote anterior, de camadas finas, foram indicados com exatidão.
Depois disto, estimamos os valores das velocidades do pacote
de camadas finas, correspondente à segunda camada espessa,
Figura 3(e). Para isto, utilizamos α = 3 e intervalo de freqüên-
cias temporais de [5, 28] Hz, com partição em 47 freqüências.
Isto resultou em uma boa aproximação para o modelo original.
Os parâmetros são praticamente iguais aos valores verdadeiros,
além das camadas 18, 19 e 20. Em seguida, passamos à terceira
camada espessa e repetimos os passos executados nas camadas
anteriores. Os resultados obtidos são apresentados nas Figuras
3(f)-3(h). Observe que todas as velocidades do modelo foram re-
construı́das com alta precisão.

ALGUMAS PROPRIEDADES DAS TRANSFORMADAS
DE LAPLACE E DE FOURIER-BESSEL DISCRETAS

Para a solução do problema inverso é preciso representar os sis-
mogramas no domı́nio espectral bidimensional usando as trans-
formadas de Laplace e de Fourier-Bessel. Apesar desta operação
não apresentar nenhuma dificuldade, é muito importante que se-
jam analisadas suas propriedades relacionadas à forma discreta
dos dados, e a questão de limitação da abertura, com respeito às
variáveis temporal e espacial. É necessário dizer que existem pou-
cas publicações sobre esta questão. Diante disso, somente po-
demos tecer algumas conclusões sobre as propriedades discretas
da transformada de Laplace, baseadas nas propriedades da trans-
formada discreta de Fourier, visto que em relação à transformada
de Fourier-Bessel esta questão praticamente não foi estudada.
A investigação das propriedades discretas destas transformações
será feita em base de funções anaĺıticas. Neste caso a partir da
análise dos resultados obtidos será posśıvel examinar algumas
propriedades elementares de análogos discretos das transforma-
das de Laplace e de Fourier-Bessel.

Consideremos uma função de variáveis x, t

U (x, t) = θ(t − t0(x))e−α0(t−t0(x))

× e−α1x ∙ cos
(
ω0(t − t0(x))

)
,

(8)

onde θ(∙) é uma função de Heaviside, definida pela fórmula

θ(t) =

{
1 , t > 0
0 , t < 0

Assim, a função t0(x) caracteriza o inı́cio do sinal e os parâme-
tros (α0, α1, ω0) definem sua estrutura no sismograma, respec-
tivamente. A escolha desta função está relacionada a algumas
de suas propriedades. Primeiro, esta função permite, de uma
forma muito elementar, considerar uma aproximação das pro-
priedades das transformadas à estrutura dos sinais sı́smicos ob-

servados. Segundo, para esta função podemos construir repre-
sentações anaĺıticas das transformadas de Laplace e de Fourier-
Bessel. Terceiro, apesar de sua forma elementar é posśıvel,
usando estas representações anaĺıticas, verificar a influência da
intensidade inicial do sinal, ou alterações no tempo de trânsito
do sinal resultante.

Consideremos dois casos da função t0(x):

• I: t0(x) = t1 − const

• II: t0(x) = t1x

Estes casos possibilitam o entendimento de algumas proprieda-
des das transformações discretas com respeito à mudança no
tempo de trânsito do sinal.

Para representar a função U (x, t) no domı́nio espectral uti-
lizamos as transformações de Laplace e Fourier-Bessel, definidas
pela Eq. (2):

Ũ (ν, f ) =
∫ ∞

0

∫ ∞

0
U (x, t) ∙ ept x Jm(ν, x)dtdx (9)

Relembramos que ν é a freqüência espacial da transformada de
Fourier-Bessel, e p é o parâmetro de transformada de Laplace;
p = −α+ iω e ω = 2π f , onde f – é a freqüência temporal.
O ı́ndice m é igual a 0 para a componente vertical do campo de
onda, e 1 para a componente horizontal. Consideremos o caso
quando o ı́ndice m é igual a 0 – um análogo da componente ver-
tical de campo de onda.

Através da forma explicita da função U (x, t) no caso I obte-
mos a seguinte expressão do espectro bidimensional:

Ũ (ν, f ) =
α1

(
α0 − p

)
ept1

((
α0 − p

)2 + ω2
0

)(
α2

1 + ν2
)3/2

(10)

No caso II o espectro bidimensional completo da função U (x, t)
será o seguinte:

Ũ (ν, f ) =
α0 − p

(
α0 − p

)2 + ω2
0

∙ R−3

×
[
(
a1 − iω1

)
cos

(
3

2
ϕ

)
−

(
ω1 + ia1

)
sin

(
3

2
ϕ

)] (11)

onde R =
[
4ω2

1, a2
1 +

(
a2

1 + ν2 −ω2
1

)2]1/4, ϕ = arg
(
a2

1 +
ν2 − ω2

1 − 2iω1a1
)
, a1 = α1 + αt1, e ω1 = ωt1. Note,

que para t1 = 0 a Eq. (10) é equivalente à Eq. (11).
A imagem de Laplace da função U (x, t) pode ser represen-

tada na seguinte forma:

Ũ L(x, f ) = ept0(x) ∙
s + α0

(
s + α0

)2 + ω2
0

(12)
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 Figura 3 – Exemplo da reconstrução de parâmetros de um modelo no domı́nio espectral. A linha cont́ınua representa os valores exatos do parâmetro Vp , e a linha
pontilhada mostra a sua aproximação, obtida nas diferentes etapas da realização do esquema proposto.

Agora analisaremos alguns resultados. Primeiro, consideremos
a transformada de Laplace para o caso I, quando t1 = 0 ou
t1 > 0. A estrutura e os parâmetros dos sinais gerados pela
função são dados na Figura 4. Por conveniência, a função com
α0 = 100 representa um impulso curto, sendo definida como
uma função do tipo I, e a função com α0 = 10 representa um
impulso longo, definido como uma função do tipo II. Os dados
sintéticos, calculados através da Eq. (8), podem ser represen-
tados na forma de um sismograma. A geometria de aquisição
fonte-receptor consiste de 01 famı́lia de tiro comum com 24 re-
ceptores espaçados de 50 m, sendo a distância entre a fonte e
o primeiro receptor de 100 m. Assim define-se a abertura es-
pacial de [100, 1250] m e temporal de [0, 3] seg. As Figuras
5 e 6 apresentam os resultados de alguns testes relacionados à

transformada de Laplace. As partes real e imaginária da função
Ũ L foram obtidas a partir da Eq. (12), e estão representadas
nas Figuras 5(a) e 6(a).

Os primeiros resultados, obtidos utilizando os procedimen-
tos desenvolvidos, mostraram que já no nı́vel da transformada
de Laplace podem aparecer algumas singularidades computacio-
nais, que deformam consideravelmente a estrutura dos espec-
tros calculados. Por exemplo, durante o cálculo das partes real e
imaginária de Ũ L , caso t1 = 0, surge uma deformação consi-
derável da estrutura dos espectros calculados, principalmente no
domı́nio de altas freqüências – comparar as Figuras 5(a) e 5(b).
A Figura 5(a) representa as partes real e imaginária desta função,
calculadas analiticamente, e a Figura 5(b) – calculadas numerica-
mente. Através da análise dos intervalos mais restritos, é posśıvel
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Figura 4 – Estrutura de sinais e sismogramas, construı́dos em base da função U (x, t). Os parâmetros da função: α0 = 100 (coluna esquerda), α1 = 0.01 (coluna
direita), ω0 = 2π ∙ 30, t1 = 0 (a) e t1 = 0.4 seg (b).

Figura 5 – Transformada de Laplace da função U (x, t) do primeiro tipo com base nas construções anaĺıticas (a) e utilizando os procedimentos desenvolvidos (b)-(c).
Coluna esquerda representa a componente real e a direita a imaginária.

identificar que esta deformação é insignificante para freqüências
menores que 50 Hz. Entretanto, a solução do problema inverso
não pode ser restrita a freqüências menores que 50 Hz. Mas é
óbvio, que para a solução do problema pode ser necessário con-

siderar as freqüências maiores que 50 Hz. Por esta razão é preciso
eliminar as componentes que provocam as deformações da es-
trutura dos espectros calculados. A nossa prática de utilização da
transformada discreta de Fourier mostra que estas componentes,
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Figura 6 – Representação da transformada de Laplace da função U (x, t) do segundo tipo para t1 = 0.4 seg com base nas construções anaĺıticas (a) e utilizando os
procedimentos desenvolvidos (b). A coluna esquerda representa a parte real e a direita a imaginária.

com tendência a crescer consideravelmente em altas freqüências,
estão relacionadas aos efeitos laterais de “corte” dos impulsos
do traço śısmico. A eliminação destes efeitos pode ser feita
através da utilização de filtros especiais, ver Mitrofanov (1980).
A utilização destes filtros, no caso da transformada de Laplace
discreta, também garante uma melhoria significativa da qualidade
dos espectros construı́dos, conforme mostra a Figura 5(c), onde
são representadas as partes real e imaginária da transformada de
Laplace da função U (x, t) do tipo I.

É posśıvel notar que para a estrutura da função dada, caso
t1 > 0 (exemplo representado na Figura 4(b)), não é necessário
utilizar os filtros especiais. Isto possibilita calcular os espectros
de Ũ L com base na transformada de Laplace discreta, que cor-
responde exatamente aos valores da Ũ L , calculados analitica-
mente, conforme mostra a Figura 6. Nestas figuras, escolheu-se
a faixa de freqüências até 60 Hz, para que fosse possı́vel estimar
com exatidão a semelhança entre os espectros construı́dos ana-
liticamente e numericamente. Com relação aos resultados obti-
dos podemos ressaltar que a extensão temporal do impulso para
t1 = 0 provocou a compreensão dos resultados da transfor-
mada de Laplace e a aparência de um componente harmônico
nas partes real e imaginária da função Ũ L para t1 > 0. Estes
resultados coincidem com as propriedades conhecidas da trans-
formada de Fourier.

Consideremos, agora, a análise dos espectros bidimensio-
nais começando do caso t1 = 0. A análise dos resultados
obtidos será efetuada somente na componente real do espec-
tro (a componente imaginária apresenta resultados semelhantes).
A Figura 7(a) apresenta a parte real das componentes, correspon-
dentes aos espectros bidimensionais dos sinais dos tipos I e II.
Para o cálculo anaĺıtico dos espectros utilizamos a Eq. (10). Nes-

tas figuras o eixo horizontal corresponde à freqüência espacial ν,
e o eixo vertical à freqüência temporal f .

Nas figuras apresentadas é mostrado o espectro correspon-
dente a mudanças de f no intervalo de 0.01 Hz até 60 Hz,
para os dois tipos de sinais – I e II. Os resultados mostram
que o cálculo dos espectros bidimensionais dos sismogramas,
utilizando a integral dupla definida pela Eq. (9), provoca for-
tes distorções nas componentes espectrais. Além da tendência
notada anteriormente nas freqüências altas, observa-se certa
oscilação do espectro durante a variação da freqüência espacial,
ver Figura 7(b). Ambos os efeitos podem ser retirados utili-
zando filtros. Para eliminação desta tendência no domı́nio das
freqüências altas utilizamos filtros semelhantes aos utilizados no
caso da transformada de Laplace, ver Figura 7(c). Para eliminar
as variações adicionais falsas foram usados filtros mais suaves
com respeito à variável espacial, veja a Figura 7(d). Estes fil-
tros foram aplicados à transformada de Laplace discreta da função
Ũ L . A Figura 7(e) mostra a utilização dos filtros, seguida do
procedimento desenvolvido neste artigo. Estes permitiram a
obtenção de espectros bidimensionais, cujos valores coincidiram
com os valores estimados de forma anaĺıtica a partir da Eq. (10),
para ambos os tipos de sinais – I e II. Para t1 > 0 é posśıvel
conseguir o mesmo efeito aplicando os filtros de suavização nos
resultados da transformada de Laplace discreta. A não utilização
destes filtros induz ao surgimento das mesmas oscilações no
espectro durante a variação da freqüência espacial, notado no
caso anterior, Figura 8(b). A aplicação destes filtros possibilita
a obtenção de resultados semelhantes aos resultados obtidos a
partir das fórmulas anaĺıticos, Figura 8(c).

Todos os resultados apresentados demonstram a eficiência
dos procedimentos desenvolvidos para a obtenção de sismogra-
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Figura 7 – Valores da parte real do espectro bidimensional para o primeiro tipo (coluna esquerda) e do segundo tipo (coluna direita) da função dada, construı́dos com
base nas fórmulas anaĺıticas (a) e utilizando os procedimentos desenvolvidos (b)-(e).

mas no domı́nio espectral. Por esta razão, alguns testes foram
realizados com o objetivo de esclarecer melhor determinadas pro-
priedades de tal transição. Um dos primeiros resultados pode ser
a análise da influência do tempo de trânsito do sinal na estru-
tura dos espectros bidimensionais. Neste caso, isso é definido
pela função t0(x) e corresponde ao tipo II da função U (x, t).
Note que as primeiras tentativas de encontrar correspondência
entre o espectro anaĺıtico e o espectro construı́do a partir do
desenvolvimento proposto nesta pesquisa, não produziram re-
sultados positivos. Entretanto, uma investigação posterior re-
velou o motivo principal desta divergência entre os espectros:

a integração com respeito à variável espacial x sobre um inter-
valo infinito permite “sentir” na estrutura do espectro bidimensi-
onal, definido pela Eq. (11), até as pequenas mudanças na função
t0(x). Contudo, se considerarmos o caso de abertura limitada
é imposśıvel identificar as pequenas variações. E, no caso da
função do tipo II encontramos estes problemas.

As Figuras 9 e 10 representam os espectros bidimensionais,
construı́dos utilizando os procedimentos desenvolvidos nesta
pesquisa (Figs. 9(a) e 10(a)) e as fórmulas anaĺıticas (Figs.
9(b) e 10(b)). Observe que para valores muito pequenos, t1 <

0.00004 seg, ambos os espectros são praticamente iguais, con-
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Figura 8 – Valores da parte real do espectro bidimensional para o primeiro tipo (coluna esquerda) e do segundo tipo (coluna direita) da função U (x, t) para t1 = 0.4
seg, construı́dos com base nas fórmulas anaĺıticas (a) e utilizando os procedimentos desenvolvidos (b)-(c).

Figura 9 – Diferença na estrutura dos espectros: (a) calculado com base nos procedimentos construı́dos e (b) com base nas fórmulas anaĺıticas, para o segundo caso
da função U (x, t) e primeiro tipo do sinal em função do parâmetro t1.

forme mostra a coluna esquerda das figuras. Porém, mesmo uma
pequena variação desta grandeza, na ordem de 0.0001, é sufici-
ente para provocar significativas diferenças entre os espectros.
Para t1 = 0.004 seg, percebe-se a sensibilidade do espec-
tro, calculado a partir do sismograma, em relação ao tempo de

trânsito do sinal para a variável espacial. Entretanto, o espectro
construı́do a partir das fórmulas anaĺıticas manifesta-se de uma
forma bem diferente, conforme é ilustrado na coluna a direita das
Figuras 9 e 10.

Para a solução do problema inverso é importante analisar a

Revista Brasileira de Geof́ısica, Vol. 27(4), 2009



“main” — 2010/5/7 — 22:23 — page 541 — #15

GEORGY MITROFANOV, VIATCHESLAV PRIIMENKO, ROSEANE MISSÁGIA e LUIS AMARAL 541

Figura 10 – Diferença na estrutura dos espectros: (a) calculado com base nos procedimentos construı́dos e (b) com base nas fórmulas anaĺıticas, para o segundo
caso da função U (x, t) e segundo tipo do sinal em função do parâmetro t1.

Figura 11 – Influência do parâmetro α na estrutura da componente imaginária da função Ũ∗(x, f ) obtida com base nas fórmulas anaĺıticas (coluna esquerda) e
utilizando os procedimentos construı́dos (coluna direita).

influência do parâmetro α na estrutura dos espectros obtidos.
Uma das principais idéias da nossa pesquisa é utilizar o parâmetro
α como um parâmetro regularizador para aproximar a solução
exata do problema, obtida no domı́nio espectral, aos valores dos
espectros bidimensionais, calculados utilizando os sismogramas

observados. As Figuras 11 e 12 apresentam alguns resultados
destes experimentos. A Figura 11 ilustra a influência do parâmetro
α na estrutura da parte imaginária da função Ũ L , calculada uti-
lizando as fórmulas anaĺıticas (coluna esquerda), e os procedi-
mentos desenvolvidos nesta pesquisa (coluna direita). Os resul-

Brazilian Journal of Geophysics, Vol. 27(4), 2009



“main” — 2010/5/7 — 22:23 — page 542 — #16
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Figura 12 – Influência do parâmetro α na estrutura do espectro obtido com base nas fórmulas anaĺıticas (coluna esquerda) e utilizando os procedimentos construı́dos
(coluna direita), para o caso da função U (x, t) e segundo tipo do sinal com t1 = 0.0004 seg.

tados apresentados nesta figura foram obtidos utilizando a função
do tipo II com α0 = 10 e t1 = 0, valores do parâmetro
α foram: 0.01(a), 10(b), 100(c). É evidente, que o aumento de
α transforma a parte imaginária da função Ũ L do tipo II numa
função do tipo I (com α0 = 100 e t1 = 0). Este efeito foi
observado através de uma comparação criteriosa entre os es-
pectros correspondentes. O resultado fica evidente se levarmos
em consideração como o parâmetro α é utilizado na Eq. (12).
De acordo com esta fórmula o incremento de α é equivalente
ao incremento do parâmetro do sinal α0. Note que neste caso,
no cálculo dos valores da transformada do Laplace discreta fo-
ram utilizadas todas as recomendações obtidas acima. Isto ga-
rantiu a similaridade entre os resultados obtidos analiticamente
e numericamente.

A Figura 12 apresenta os resultados relacionados ao espec-
tro completo, obtido com a utilização de ambas as transforma-
ções: de Fourier-Bessel e de Laplace. De acordo com estes re-
sultados, o parâmetro α tem o mesmo efeito na variação do sinal,
veja as Figuras 9 e 10 (com t1 = 0.0004 seg). Isto pode ser jus-
tificado pela estrutura da Eq. (11). No entanto, esta influência será
mais complexa, porque existe uma dependência entre α, α1, t1.

Deste modo, α pode regularizar a estrutura do espectro bidi-
mensional. Mas esta mudança influência na estrutura do im-
pulso e não ajusta totalmente os espectros construı́dos a partir
de fórmulas anaĺıticas e os calculados com base nos análogos
discretos das transformadas apontadas.

CONCLUSÕES

Na primeira fase do trabalho foi mostrado que através dos méto-
dos de otimização é posśıvel evidenciar que a parte real do parâ-
metro de Laplace permite melhorar essencialmente o processo
da solução dos problemas inversos dinâmicos da śısmica. Este
parâmetro controla a estrutura do funcional objetivo, transfor-
mando-o num funcional mais suave (ampliando essencialmente
a escolha da aproximação inicial), ou num mais abrupto (acele-
rando a convergência do método utilizado).

Isto possibilita realizar uma estratégia eficaz de busca do mı́-
nimo global e da solução exata do problema. Entretanto, as van-
tagens indicadas relacionam-se somente à construção das solu-
ções do problema inverso no domı́nio espectral. Mas os dados re-
ais são observados no domı́nio espacial-temporal com uma subs-
tancial limitação do tempo de registro e da abertura. Assim, surge
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um grave problema de similaridade entre as observações reais e
a solução teórica, construı́da no domı́nio espectral. Neste caso é
necessário resolver diversas tarefas relacionadas com:

• Escolha de um modelo de referência (background model );

• Adaptação dos dados reais às condições do modelo
teórico;

• Consideração nas soluções teóricas das particularidades
dos dados reais, incluindo descontinuidade de dados sı́s-
micos e limitação de abertura.

Na segunda parte do trabalho consideramos algumas das
questões indicadas, usando as funções anaĺıticas. Isto tornou
posśıvel conduzir os estudos das caracteŕısticas especiais com-
putacionais destas transformadas, e estudar a influência do parâ-
metro de Laplace e os filtros de suavização no grau de similari-
dade entre os dois tipos de espectros: calculado usando os sis-
mogramas e obtido com base nas fórmulas anaĺıticas. Os resul-
tados deste estudo possibilitaram o desenvolvimento de proce-
dimentos computacionais, que visam garantir a boa qualidade
do cálculo dos espetros discretos bidimensionais, usando para
isto as transformadas de Fourier-Bessel e de Laplace. Espera-
se que este procedimento possibilite a criação de uma base para
uma adaptação deste método, proposto para solução de proble-
mas inversos no domı́nio espectral, para o caso dos espectros de
sinais reais.
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gerente de processamento geof́ısico da Petrobras no Rio de Janeiro. Suas áreas de interesse são aquisição e processamento sı́smico multicomponente 4D.

Revista Brasileira de Geof́ısica, Vol. 27(4), 2009


