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ABSTRACT. This paper deals with the analysis of the relationship between the petrophysical coefficients and the shape of the curves of phase and amplitude of

a “spectral conductivity” function (Dias’ model) proposed to describe the electrical behaviour of rocks exhibiting the effect of induced electrical polarization. It starts

with the development of the “total current conductivity” function set by this model and the petrophysical concepts attributed to its 5 parameters. The generated curves

span all possibilities offered by the model and show that up to 2 peaks of phase and 3 plateaux in the amplitude of the conductivity can be provided. Such characteristic

confers to the model a relatively great versatility for describing experimental data. The analysis of the possible combinations of the values of the 4 petrophysical

parameters – with σ0 being used only as a normalizing parameter for σ – shows the influence of each parameter on the function and a correlation connecting them,

evidencing the degree of the function sensitivity to its parameters’ value intervals.

Keywords: petrophysics, induced polarization, electroconductivity, spectral conductivity, Dias’ model.

RESUMO. Analisa-se, neste trabalho, a relação dos coeficientes petrof́ısicos com a forma das curvas de fase e amplitude da função “condutividade espectral”

(modelo de Dias), descritiva do comportamento elétrico de rochas que apresentam o efeito de polarização elétrica induzida (efeito IP, do inglês electrical “induced

polarization” ). Inicia-se pelo desenvolvimento da função “condutividade de corrente total” do modelo e a conceituação do significado petrof́ısico de seus 5 parâmetros.

As curvas geradas cobrem a totalidade das possibilidades oferecidas pelo modelo e mostram que podem existir até 2 picos na fase e até 3 patamares na amplitude da

condutividade. Esta versatilidade confere ao modelo um maior potencial para descrever dados experimentais. A análise detalhada das possı́veis combinações de valores

entre os seus 4 parâmetros petrof́ısicos – sendo σ0 usado apenas como parâmetro de normalização da função σ – indica a influência de cada parâmetro na função e a

existência de correlação entre eles, assim como, mostra o grau de sensibilidade da função associado aos diversos intervalos de valores dos seus parâmetros.
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INTRODUÇÃO

Em um meio material, a condução da eletricidade é realizada
por part́ıculas carregadas, livres ou presas. As livres podem
deslocar-se no interior do material sob a ação de um campo
elétrico, sendo esse movimento contrariado pela força mecânica
de “ação coletiva” do meio. As cargas presas (ou ditas “ligadas”)
têm movimento limitado a uma curta distância, e ao serem sub-
metidas à influência de um campo elétrico tem sua distribuição
espacial modificada. Tais part́ıculas, sob a ação de um campo
elétrico, sofrem um deslocamento de frações muito pequenas de
um diâmetro molecular. Isso equivale a um deslocamento da
carga “presa” positiva total em relação à carga negativa, de modo
que o meio é dito estar polarizado (Panofsky & Phillips, 2004).

Na escala atômico-molecular, em substâncias dielétricas
constituı́das por dipolos permanentes moleculares, um efeito de
polarização é produzido pela orientação parcial desses dipo-
los (por ação de um campo elétrico) exclusivamente devido à
movimentação de cargas “ligadas”. Este tipo de polarização ficou
bem caracterizado, com base em um modelo empı́rico, por uma
função “constante dielétrica”, dependente de frequência, proposta
por Cole & Cole (1941). Esta função é uma generalização do
modelo original devido a Debye (Debye, 1929).

Na escala macroscópica, verifica-se em alguns materiais
geológicos a presença de um tipo de polarização peculiar, deno-
minada “polarização de interface”, que ocorre na zona de con-
tato metal-eletrólito ou argilomineral (ou zeólitos)-eletrólito. Este
fenômeno é denominado efeito IP (electrical “induced polariza-
tion” ), o qual vem sendo usado em exploração geof́ısica desde
1946 (Brant, 1959).

O fenômeno IP já fora reconhecido pelos eletroquı́micos, em
laboratório, desde o final do século XIX, através da passagem
de corrente elétrica num sistema composto metal-eletrólito, bem
como a sua relação com o que no passado chamou-se de
“sobrevoltagem” (overvoltage ), um potencial-extra gerado pelo
efeito IP. O gradiente deste potencial é proporcional à densi-
dade de corrente por ele gerada, em consequência das barrei-
ras eletroquı́mica e eletrocinética causadas na interface entre o
metal ou argilomineral e a solução salina. Este potencial ge-
rado pela polarização atua no sentido contrário ao do potencial
ôhmico responsável pela acumulação de cargas inicial (Bockris &
Reddy, 1970).

O termo “polarização induzida” tem por origem o fato de
que este tipo de polarização não é permanente, só existindo en-
quanto o campo elétrico indutor estiver ligado, ou então, em forma
transiente, imediatamente após cessar o campo indutor. Assim,

significa em geof́ısica a polarização elétrica de interface pro-
duzida seja por uma corrente alternada, quando o fenômeno
é observado no domı́nio da frequência, seja, correspondente-
mente, por um pulso elétrico, quando no domı́nio do tempo.
Neste último caso, verificando-se uma voltagem-extra do tipo
tempo-transiente (Madden & Marshall, 1959a,b; Siegel, 1959;
Wait, 1959a,b).

Na década de 60, houve uma grande expansão no uso deste
método, em decorrência do seu enorme sucesso na exploração de
depósitos de minerais metálicos disseminados e aquı́feros sub-
terrâneos, surgindo então diversos modelos para descrever esse
fenômeno, na maioria empı́ricos. A primeira descrição anaĺıtica
consistente do efeito de polarização elétrica induzida, contextua-
lizada às equações de Maxwell do eletromagnetismo, foi pro-
posta por Dias (1968; 1972), através de uma função complexa
de frequência, condutividade de corrente total ou “condutividade
espectral”. Posteriormente, esta função foi reapresentada pelo
mesmo autor sob nova reformulação (Dias, 2000). Este mo-
delo partiu dos resultados parciais obtidos por eletroquı́micos
(Chang & Jaffé, 1952; Grahame, 1952) e por geof́ısicos (Madden
& Marshall, 1959a,b; Wait, 1959a,b; Ward & Fraser, 1967).

As possibilidades de aplicação da análise da “condutividade
espectral”, medida no laboratório ou no campo, ao estudo de
temas de relevância na geof́ısica aplicada são várias, como por
exemplo: distinção entre diferentes tipos e teores de minerais
causadores da polarização, prospecção e caracterização de re-
servatórios de água subterrânea, distinção entre litologias cons-
tituintes do meio geológico (como arenito, arenito argiloso, fo-
lhelho e rochas cristalinas), distinção entre zonas de formações
geológicas preenchidas por fluidos diversos (como água, óleo
ou gás), ou, ainda, variações do espaço intergranular das fon-
tes geradoras do efeito IP no interior da matriz da rocha (Pel-
ton et al., 1978; Olhoeft, 1985; Mahan et al., 1986; Lima, 1995;
Dias, 2000; Lima et al., 2005; Dias et al., 2005, 2006). Outras
aplicações, mais recentes, ainda não totalmente consolidadas,
são a determinação in situ da permeabilidade e a distribuição
espacial da dimensão dos poros da rocha em volume (Lima,
1995; Lima & Niwas, 2000; Maosong et al., 2004, 2006a,b;
Maosong & Honggen, 2008).

Dada a relevância do modelo de Dias, dentre os modelos vi-
gentes mais usados para descrição do efeito IP, no contexto da
E&P de hidrocarbonetos e, sobretudo, na modelagem e inversão
numérica de medidas eletromagnéticas (Morrison et al., 1969;
Cockburn, 1983; Dias et al., 2005, 2006; Fainberg et al., 2009;
Yue et al., 2009), o presente artigo se propõe analisar o com-
portamento da função “condutividade espectral” desse modelo.
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Figura 1 – (a) Esquema de rocha eletricamente polarizada (IP) a baixa frequência (Dias, 2000); (b) Circuito funda-
mental da “célula unitária” do comportamento elétrico de uma rocha eletricamente polarizada (Dias, 1968, 1972, 2000).

Esta análise é feita através da representação gráfica das funções
t́ıpicas de fase e amplitude da condutividade. Procurando pre-
encher uma lacuna, a presente análise procura enriquecer a
percepção intuitiva sobre o comportamento dessa função, quan-
do os seus parâmetros petrof́ısicos assumem valores cobrindo
os seus intervalos caracteŕısticos e a frequência varia em todo o
espectro em que ocorre o fenômeno IP (10–4Hz a 1MHz).

O MODELO DE DIAS: FUNÇÃO “CONDUTIVIDADE
ESPECTRAL”, OU DE CORRENTE TOTAL

Dias (1968) verificou que o circuito analógico proposto por
Grahame (1952), para descrever o comportamento elétrico da
zona de contato de uma única placa metálica com uma solução
salina, ao ser associado em paralelo com um resistor, gerava
um “circuito elementar” do qual deriva uma função condutivi-
dade complexa capaz de descrever o parâmetro de proporcio-
nalidade entre a densidade de corrente total e o campo elétrico,
em dados experimentais em testemunhos de rocha, quando
ocorre polarização. Esse fato o levou a admitir que este tipo de
polarização ocorre nas rochas, tendo esse “circuito elementar”
como uma espécie de “célula unitária” do comportamento elétrico
do material, repetindo-se indefinidamente no volume da rocha.

A Figura 1 mostra a representação de uma “célula unitária”
do comportamento elétrico de uma rocha eletricamente pola-
rizada, onde a presença de part́ıculas de argila ou metálicas
disseminadas, em contato com a solução salina, gera surgi-
mento de uma estrutura elétrica conhecida como dupla camada
elétrica de Helmholtz , resultando na formação de acúmulos de
carga na vizinhança de cada superf́ıcie de contato, responsáveis
por efeitos capacitivos e de difusão iônica, competindo com a
condução puramente ôhmica. O circuito analógico descrito na Fi-
gura 1(b) passou a ser chamado de “circuito fundamental”, ou
“célula elementar do comportamento elétrico” do meio polari-
zável (Dias, 2000).

Tem-se na Figura 1:

Z ′: parte integrante do membro inferior do circuito da Fi-
gura 1(b), representativo do circuito equivalente à zona
de contato entre uma part́ıcula metálica e o eletrólito.
Segundo Grahame (1952), é uma associação de um efeito
capacitivo da dupla camada elétrica (ZCdl ) em paralelo
com uma composição em série de uma resistência r ,
descritiva de condução ôhmica, com uma impedância
caracteŕıstica (Zw), descritiva de condução por difusão
de ı́ons, no interior da dupla camada elétrica;
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Rs : resistor em série com Z ′, indicativo de um segmento
constituı́do apenas por eletrólito, livre da influência da
perturbação gerada pela dupla camada elétrica;

R : resistor em paralelo com Rs + Z ′, indicativo da possibi-
lidade de passagem de corrente por um caminho ôhmico
alternativo (livre de polarização). Este resistor foi acres-
centado por Dias (1968, 1972) ao “circuito elementar” de
uma zona de contato, tornando-se elemento obrigatório
no contexto de um meio poroso.

Com base nesse circuito, escreve-se a função admitância

1

Z
=

1

R
+

1

Rs + Z ′ (1)

onde Z ′ pode ser escrito como

1

Z ′ =
1

ZCdl

+
1

r + Zw

, (2)

em que ZCdl representa a impedância capacitiva da dupla camada
elétrica de Helmholtz e Zw a impedância de Warburg, esta última
associada ao processo de difusão (Bockris & Reddy, 1970). Es-
tas impedâncias vêm dadas, respectivamente, por 1/(iωCdl) e
a/(iω)1/2, sendo a um parâmetro caracteŕıstico.

Então, a função “condutividade espectral” normalizada pelo
seu valor dc, representado por σ0, é dada por

σ

σ0
= 1 +

R

Rs +
(r + Zw)ZCdl

r + Zw + ZCdl

(3)

que, após certo trabalho algébrico (ver Apêndice), reduz-se a:

σ

σ0
= 1 +

Rλ/Zw

1 + (r + Rs)λ′/Zw

(4)

onde

λ = 1 + μ , (5)

λ′ = 1 +
(

1 −
r

r + Rs

)
μ , (6)

μ =
r + Zw

ZCdl

(7)

e
1/Z = gσ e 1/R = gσ0 (8)

com g = S/d , sendo S a seção reta de um testemunho de
rocha e d o seu comprimento.

Dias (1968, 1972) escreveu a sua primeira versão da fun-
ção (4) usando cinco parâmetros, alguns dos quais com in-
tervalos de variação não-definidos, podendo por isso inclusive

gerar valores espúrios para a condutividade. Posteriormente,
Dias (2000) reescreveu essa função em forma definitiva, usando
somente parâmetros com intervalos de variação bem defini-
dos, garantindo a sua unicidade, e com significado petrof́ısico
assegurado.

Os novos parâmetros introduzidos são:

• σ0 (condutividade dc): corresponde ao valor mais baixo
da condutividade, quando o efeito da polarização atinge
sua máxima saturação;

• m (cargabilidade): medida da máxima dispersão da con-
dutividade, normalizada pelo maior valor do módulo de
σ . Este máximo valor de σ ocorre às altas frequências,
às quais o efeito IP ainda não se faz presente. A cargabi-
lidade corresponde à medida da intensidade do efeito da
polarização existente, definida como (Siegel, 1959; Wait,
1959b)

m =
σω→∞ − σω→0

σω→∞
(9)

No circuito da célula elementar, a cargabilidade cor-
responde a m = R/(R + Rs). Na escala macroscópica,
vem relacionada com o tipo/espécie da fonte geradora do
efeito e, através de uma função peculiar, ao seu teor na
rocha (Pelton et al., 1978). Trata-se do parâmetro melhor
estabelecido na literatura, na interpretação do efeito IP.
Este parâmetro é adimensional e está definido no intervalo
0 ≤ m < 1.

• τ (tempo de relaxação): corresponde ao tempo de re-
laxação da zona da dupla camada elétrica de Helmholtz,
relacionado com o decaimento temporal do efeito quando
a difusão é suplantada pelos outros mecanismos de
condução na célula elementar, sendo dado por

τ = rCdl . (10)

Trata-se de um parâmetro com dimensão de tempo, nor-
malmente menor que 1s, podendo baixar a até 10–7s. Na
escala macroscópica, vem relacionado com o tamanho do
grão mineral da fonte geradora do efeito (Olhoeft, 1985).
É o segundo melhor estabelecido parâmetro na literatura,
na interpretação do efeito IP;

• δ (fração do comprimento da célula elementar afetada
pelo efeito de polarização), dada por

δ =
r

r + Rs
. (11)

Este parâmetro é também adimensional e definido no inter-
valo 0 ≤ δ < 1, sendo peculiar deste modelo. Envolve
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apenas os componentes ôhmicos da condução na célula
elementar, podendo r ser relacionado aproximadamente
ao comprimento da zona afetada pela polarização e Rs ao
comprimento da porção da célula livre dessa influência.
No contexto de uma rocha, (1−δ) pode ser associado ao
espaçamento entre duas part́ıculas vizinhas geradoras do
efeito IP.

• η (parâmetro eletroquı́mico), dado por

η =
a

r
(12)

Este parâmetro é também peculiar deste modelo. Tem a
dimensão de s–1/2 e acha-se relacionado à significância
relativa entre a componente ôhmica da corrente elétrica e
o módulo da componente da corrente produzida por di-
fusão na frequência de 1 rad/s, dentro da espessura da
dupla camada elétrica, na célula elementar. Possui, por-
tanto, uma relação direta com o processo cinético produ-
tor da polarização. Na célula elementar, pode ser igua-
lado a 2D1/2/` onde D é o valor da difusividade do
cátion da solução e ` é a espessura da dupla-camada
elétrica de Helmholtz (Chang & Jaffé, 1952).

Sendo η dependente de `, não variará com a frequência
ω só em primeira aproximação, em decorrência da linea-
rização do mecanismo da condução. Dias (2000) sugere
que, para as rochas, η pode variar desde valores da or-
dem de 0,1s–1/2 até aproximadamente 150s–1/2. E espera-
se que η cresça com a concentração tanto das fontes dis-
seminadas quanto dos ı́ons em solução, em menor inten-
sidade com o último.

Introduzindo os novos parâmetros, pode-se escrever após
certo exerćıcio algébrico,

λ = 1 + μ , (13)

λ′ = 1 + (1 − δ)μ , (14)

μ = iωτ
[
1 + η(iω)−1/2] , (15)

resultando em

R

Zw

=
(

m
(1 − δ)

(1 − m)

)
(ηδ)−1(iω)1/2 , (16)

r + Rs

Zw

= (ηδ)−1(iω)1/2 , (17)

podendo-se, finalmente, escrever

σ = σ0

[

1 + α
λβ(iω)1/2

1 + λ′β(iω)1/2

]

, (18)

onde λ, λ′ e μ são dados por (13), (14) e (15), respectiva-
mente, e

α = m(1 − δ)
/
(1 − m) , (19)

β = (ηδ)−1 . (20)

De acordo com Dias (2000), existem na literatura 12 modelos
principais propostos para descrever o comportamento elétrico
de um testemunho de rocha, em laboratório, relacionado ao
efeito IP. São modelos que oferecem, com maior ou menor
grau de consistência e confiabilidade, parâmetros petrof́ısicos
para interpretação de caracteŕısticas e propriedades do meio. De-
monstra o autor nesse trabalho que seu modelo é provavelmente
o mais apropriado para descrever o efeito IP, por possuir três
caracteŕısticas básicas:

a) ser capaz e versátil, dentre os melhores, para superpor
dados experimentais, com a vantagem de fazê-lo usando
o menor número de coeficientes;

b) ser fenomenológico de origem, isto é, construı́do a partir
dos prinćıpios fundamentais que regulam o fenômeno e o
comportamento do meio que exibe o efeito IP sob a ação
de um campo elétrico harmônico aplicado;

c) ser expresso através de coeficientes que possuem unici-
dade de valores, definidos em intervalos pré-estabelecidos
de variação, e significado petrof́ısico consistente.

Tem-se, portanto, uma função complexa σ , dependente
de cinco parâmetros (σ0, τ, η, δ, m) e da variável frequência
ω(ω = 2π f ).

O modelo ora apresentado tem sido objeto de análises (Cock-
burn, 1983; Bamberg et al., 1989) e usado em modelagem vi-
sando a detecção eletromagnética do efeito IP (Morrison et al.,
1969; Xusan et al., 2001; Hashsish, 2002; Zhu et al., 2005; Fain-
berg et al., 2009; Yue et al., 2009). Não obstante, existe uma la-
cuna na compreensão intuitiva do comportamento desta função,
que se procura cobrir no presente trabalho.

METODOLOGIA

Os gráficos que serão apresentados, para fase e amplitude da
função “condutividade de corrente total” (modelo de Dias) versus
frequência, foram construı́dos usando 100 valores de frequência,
espaçados com regularidade em escala logarı́tmica, no intervalo
de 10–4Hz até 1MHz.

Com o objetivo de mostrar a correlação entre os valores
dos parâmetros e a desenvoltura dos tipos de curvas geradas a
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Figura 2 – Curvas de amplitude e fase da função condutividade de corrente total normalizada,
com (η = 0,15s–1/2; δ = 0,09; m = 0,02) e τ = 1s.

Tabela 1 – Distribuição dos valores dos parâmetros mantidos fixos ou variáveis, nos seus
intervalos de variação, usados na geração de curvas de fase e amplitude.

Grupo e Valor fixo Valor fixo Valor fixo Parâmetro
Figura

subgrupo baixo intermediário elevado variável

1◦ G - 1.a (δ, m)η – – τ 3

- 1.b (δ, m) – τ η 4

- 1.c (δ, m)τ – – η 5

- 1.d (δ, m) τ – η 6

2◦ G (τ, m, η) – – δ 7

3◦ G (τ, m) – δ η 8

4◦ G – (τ, η, δ) – m 9

partir da função condutividade, manteve-se fixo o intervalo de
frequências, deixando-se evoluir as curvas de fase e amplitude
e variar os valores dos parâmetros. O valor de σ0 foi mantido
constante e igual a 1S/m, e os demais parâmetros (τ, η, δ, m)

variando, um por vez, em seus intervalos próprios.

Visando cobrir a totalidade dos casos, evitando proliferação
de curvas desnecessariamente, partiu-se de um caso ilustrativo
que mostra as caracteŕısticas e tendências gerais das funções
analisadas, dáı progredindo para as curvas especı́ficas. O caso
genérico vem apresentado na Figura 2, com valores fixos bai-
xos para os parâmetros (δ, m, η), respectivamente (0,09; 0,02;
0,15s–1/2), e τ elevado (1s).

Os demais casos seguiram uma distribuição conveniente dos
valores dos parâmetros nos seus intervalos de variação, arruma-
dos em quatro grupos, mostrados na Tabela 1.

Foram evitados, por não acrescentar informação nova, os
gráficos gerados com valores fixos baixos de (δ, τ ) e elevado
de m, deixando η como parâmetro variável, em relação ao caso

em que m é um valor fixo baixo (subgrupo 1.c). Bem como, os
gráficos gerados com valores fixos elevados de (τ, η, δ), dei-
xando m como parâmetro variável, em relação ao caso do 4◦ G.

Após construção desses conjuntos de gráficos, analisa-se o
comportamento das curvas de fase, tomando por base a formação
dos máximos e a sua posição no espectro de frequências e as cur-
vas de amplitude com base na formação de patamares e no próprio
formato da curva.

RESULTADOS E DISCUSSÕES

O modelo proposto por Dias (2000) é uma função de frequência
que possui cinco parâmetros, constantes para cada amostra de
rocha. O valor de σ0 é a leitura do valor assintótico mı́nimo
da amplitude da condutividade versus frequência. Os demais
parâmetros possuem valores situados nos intervalos especı́ficos,
descritos anteriormente. O efeito da variação de cada um dos 4
parâmetros (τ, η, δ, m) será analisado a seguir, mostrando a
influência de cada um deles nas curvas da função.
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Figura 3 – Curvas de amplitude e fase da função condutividade de corrente total normalizada, com variação de τ : (a) τ = 10–1s, η = 0,15s–1/2, δ = 0,09
e m = 0,02; (b) τ = 10–3s, η = 0,15s–1/2, δ = 0,09 e m = 0,02; (c) τ = 10–5s, η = 0,15s–1/2, δ = 0,09 e m = 0,02; (d) τ = 10–7s, η = 0,15s–1/2,
δ = 0,09 e m = 0,02.

As curvas t́ıpicas da função condutividade terão variação
restrita ao intervalo de frequências 10–4Hz a 1MHz. Fora deste
intervalo, a discussão é descartada pelo fato de aı́ não existir o
fenômeno IP, conforme Dias (2000).

Mantendo-se (η, δ, m) pequenos, respectivamente
(0,15s–1/2; 0,09; 0,02), com τ no limite superior (1s), pode-
se observar na Figura 2 a existência do primeiro pico de fase à
baixa frequência (visto que para frequência aproximando-se de
zero a fase deverá convergir para zero) e o segundo pico situado
à frequência de 10–1Hz. Conforme será visto, na totalidade das
curvas das figuras mostradas, a fase neste modelo pode apresen-
tar até dois máximos.

Diminuindo τ , mantendo fixos e pequenos os valores dos
demais parâmetros, o segundo pico da fase desloca-se para as
frequências maiores, conservando sua intensidade (Fig. 3), ini-
ciando um pouco acima de 1Hz quando τ = 10–1s e de 1MHz
quando τ = 10–7s. Pode-se inferir, então, uma generalização na
associação da posição do segundo pico em 10n–1Hz com o va-
lor do tempo de relaxação em τ = 10–ns. Portanto, a influência
do parâmetro τ , nessa configuração dos valores dos parâmetros,

é responsável apenas pelo deslocamento da frequência em que
ocorre o segundo pico.

Por outro lado, a Figura 4 mostra que o parâmetro eletro-
quı́mico (η) influencia no posicionamento do primeiro pico de
fase. O deslocamento deste pico fica limitado pela posição do
segundo pico de fase, que por sua vez tem sua posição contro-
lada pelo valor de τ , conforme visto na Figura 3. Para determi-
nados intervalos de valores dos parâmetros τ e η, o primeiro e
o segundo picos de fase se sobrepõem (Fig. 4, (c) em diante),
de modo que a intensidade desse pico único (soma dos dois pi-
cos) passa a ser maior, tornando dif́ıcil identificar a contribui-
ção individual de cada um desses parâmetros na formação da
curva. Para τ grande (τ = 0,5s), aumentando η de 0,3s–1/2

a 150s–1/2, o primeiro pico se desloca até aproximadamente
10–1Hz, onde ocorre a soma das intensidades dos picos, pas-
sando a diminuir sua largura e aumentando a intensidade do
pico de fase (Fig. 4).

De acordo com a Figura 5, quando τ é pequeno (τ = 10–6s),
deixando-se variar η desde 1s–1/2 até 150s–1/2, o segundo pico
fica fixo em torno da frequência de 105Hz e com a mesma inten-
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Figura 4 – Curvas de amplitude e fase da função condutividade de corrente total normalizada, com variação de η com τ = 0,5s: (a) τ = 0,5s, η = 0,3s–1/2,
δ = 0,09 e m = 0,02; (b) τ = 0,5s, η = 0,5s–1/2, δ = 0,09 e m = 0,02; (c) τ = 0,5s, η = 1,5s–1/2, δ = 0,09 e m = 0,02; (d) τ = 0,5s, η = 10s–1/2,
δ = 0,09 e m = 0,02; (e) τ = 0,5s, η = 50s–1/2, δ = 0,09 e m = 0,02; (f) τ =0,5s, η =150s–1/2, δ = 0,09 e m = 0,02.

sidade. Já o primeiro pico desloca-se de 10–3Hz até a frequên-
cia de 102Hz. Se δ e m são pequenos (�1), não ocorre soma
das intensidades dos picos de fase (Fig. 5). Verifica-se na Fi-
gura 5 que o deslocamento do primeiro pico da fase para a di-
reita se mostra muito sensı́vel a pequenas variações de η, entre
valores pouco maiores que 1s–1/2 até aproximadamente 30s–1/2.
Os valores de η entre 30s–1/2 e 150s–1/2 contribuem mais suave-
mente para o deslocamento do primeiro pico (Figs. 5(c), (d), (e)
e (f)). Conclui-se que a posição do primeiro pico de fase é con-
trolada por η, enquanto a posição do segundo pico é controlada

por τ , com a posição do primeiro pico não fazendo ultrapas-
sagem em relação ao segundo pico.

De acordo com a Figura 6, verifica-se que para valores in-
termediários do tempo de relaxação, como τ = 10–3s, tem-se
a formação do segundo pico de fase próximo à frequência de
102Hz. O primeiro pico, na Figura 6, inicia-se em 10-3Hz para
η = 1s–1/2, deslocando-se para 10–1Hz com η = 10s–1/2, ocor-
rendo a partir de η = 30s–1/2 a composição dos dois picos de
fase, preservando-se o valor da fase herdado do segundo pico
em 102Hz.
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Figura 5 – Curvas de amplitude e fase da função condutividade de corrente total normalizada, com variação de η com τ = 1×10–6s: (a) τ = 1×10–6s,
η = 1s–1/2, δ = 0,09 e m = 0,02; (b) τ = 1×10–6s, η = 3s–1/2, δ = 0,09 e m = 0,02; (c) τ = 1×10–6s, η = 30s–1/2, δ = 0,09 e m = 0,02;
(d) τ = 1×10–6s, η = 50s–1/2, δ = 0,09 e m = 0,02; (e) τ = 1×10–6s, η = 100s–1/2, δ = 0,09 e m = 0,02; (f) τ = 1×10–6s, η = 150s–1/2, δ = 0,09
e m = 0,02.

Verifica-se, na Figura 7, que o parâmetro δ promove uma
compensação nos valores do primeiro e do segundo picos de
fase, isto é, o segundo pico aumenta enquanto o primeiro di-
minui, quando temos fixos m e τ pequenos. Para δ pequeno,
como 0,09, (Fig. 6(a)), o primeiro pico de fase apresenta-se às
baixas frequências (10–2Hz) com sua intensidade máxima e o
segundo pico, de menor intensidade, vem posicionado à alta
frequência (105Hz). Aumentando o valor de δ, o primeiro pico

desloca-se para a direita, diminuindo a intensidade, atingindo
valores próximos de zero com δ da ordem de 0,95, enquanto o
segundo pico cresce na intensidade e desloca-se para a direita,
de 105Hz até 106Hz, atingindo nesta frequência o seu valor
máximo, como apresentado na Figura 7(d). A amplitude da con-
dutividade mostra três patamares para δ variando de 0,09 a 0,3.
Para valores de δ acima de 0,6, verificam-se dois patamares, se-
guidos de um ramo ascendente da curva entre 105Hz e 106Hz.
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Figura 6 – Curvas de amplitude e fase da função condutividade de corrente total normalizada, com variação de η com τ = 1×10–3s: (a) τ = 1×10–3s,
η = 1s–1/2, δ = 0,09 e m = 0,02; (b) τ = 1×10–3s, η = 10s–1/2, δ = 0,09 e m = 0,02; (c) τ = 1×10–3s, η = 30s–1/2, δ = 0,09 e m = 0,02;
(d) τ = 1×10-3s, η = 50s–1/2, δ = 0,09 e m = 0,02; (e) τ = 1×10–3s, η = 100s–1/2, δ = 0,09 e m = 0,02; (f) τ = 1×10–3s, η = 150s–1/2, δ = 0,09
e m = 0,02.

Na Figura 8, é importante observar que para valores de τ =
10–6s, combinado com δ elevado (δ = 0,85), a influência do
parâmetro η é muito pequena na fase, fazendo deslocar-se o
seu primeiro pico desde 100Hz quando η = 3s–1/2 até 103Hz
quando η = 100s–1/2, mas sempre com um pequeno valor (me-
nor que 10 mrad), e o segundo pico fixo, em torno de 106Hz,
com intensidade elevada (90 mrad). Algo semelhante ocorre
com a amplitude, apresentando dois patamares com valores bai-

xos muito próximos e um ramo fortemente ascendente às altas
frequências, de 105Hz a 106Hz.

Na Figura 9, observa-se que o parâmetro m, de um modo
geral, é importante para a amplitude da condutividade, influen-
ciando diretamente a assı́ntota desta função às frequências mais
elevadas. A cargabilidade (m) também atua na intensidade dos
picos de fase, fazendo ambos crescerem, mas provocando uma
compensação entre o primeiro e o segundo picos de fase, de
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Figura 7 – Curvas de amplitude e fase da função condutividade de corrente total normalizada, com variação de δ: (a) τ = 1×10–6s, η = 4,5s–1/2, δ = 0,09 e
m = 0,02; (b) τ = 1×10–6s, η = 4,5s–1/2, δ = 0,3 e m = 0,02; (c) τ = 1×10–6s, η = 4,5s–1/2, δ = 0,6 e m = 0,02; (d) τ = 1×10–6s, η = 4,5s–1/2,
δ = 0,95 e m = 0,02.

modo contrário ao efeito produzido pelo parâmetro δ (Fig. 7),
isto é, fazendo crescer o primeiro pico de fase em relação
ao segundo pico.

Para valores intermediários de (η, τ ), respectivamente
(15s–1/2; 6,6×10–5s), quando m é pequeno (m = 0,2), como
mostra a Figura 9(a), tem-se o primeiro pico menor que o se-
gundo, algo como 25 e 50 mrad. Quando m é grande (m =
0,95, Fig. 9(d)), ambos os valores dos picos de fase são eleva-
dos (atingindo 450 mrad e 350 mrad, respectivamente) com um
aumento do primeiro pico mais significativo comparado com o
crescimento do segundo pico de fase.

Observando o conjunto dos gráficos analisados, nota-se que
as curvas apresentam sensibilidade a pequenas variações nos
parâmetros, como também, verifica-se existir forte correlação en-
tre os pares (τ, η) e (δ, m). A mais notável delas relaciona-se ao
par (τ, η), através da condição de existência de uma depressão
na fase em um intervalo intermediário do espectro, determinada
por Dias (2000)

η2 � ω � 1/τ . (21)

A condição (21), ligeiramente modificada para η2τ � 1,
corresponde à condição de existência do segundo pico de fase.

O fato de o modelo analisado poder gerar curvas com até 2
picos na fase e 3 patamares na amplitude é de grande relevância
para a capacidade da função de descrever dados experimentais.
Particularmente, sabendo-se que a quase totalidade dos mode-
los vigentes, inclusive o “modelo Cole-Cole” mais usado atual-
mente, só pode gerar curvas com no máximo 1 pico na fase e
2 patamares na amplitude (Dias, 2000), não obstante existirem
dados experimentais que correspondem a curvas mais capricho-
sas (ver, por exemplo, Mahan et al., 1986).

CONCLUSÕES

Neste trabalho, procedeu-se à análise funcional e discussão do
comportamento da função “condutividade espectral” proposta por
Dias (2000), tendo-se a ressaltar as seguintes caracterı́sticas:

1) foram mostrados todos os tipos de curvas de fase e am-
plitude da condutividade, que o referido modelo é ca-
paz de gerar, inclusive a influência dos valores dos seus
parâmetros petrof́ısicos na forma das curvas foi discutida;

2) demonstrou-se que a função “condutividade espectral”
desse modelo tem a capacidade de poder exibir até 2
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Figura 8 – Curvas de amplitude e fase da função condutividade de corrente total normalizada, com variação de η sendo τ pequeno (10–6s) e δ grande (0,85):
(a) τ = 1×10–6s, η = 3s–1/2, δ = 0,85 e m = 0,2; (b) τ = 1×10–6s, η = 10s–1/2, δ = 0,85 e m = 0,2; (c) τ = 1×10–6s, η = 30s–1/2, δ = 0,85 e
m = 0,2; (d) τ = 1×10-6s, η = 50s–1/2, δ = 0,85 e m = 0,2; (e) τ = 1×10–6s, η = 100s–1/2, δ = 0,85 e m = 0,2; (f) τ = 1×10–6s, η = 150s–1/2,
δ = 0,85 e m = 0,2.

picos na fase e 3 patamares na amplitude da conduti-
vidade. Esse fato lhe confere uma singular flexibilidade
para descrever dados experimentais sobre o fenômeno
IP (considerando-se que a quase totalidade dos mode-
los em uso geram funções com no máximo 1 pico na fase
e 2 patamares na amplitude);

3) verificou-se existir forte correlação entre os pares dos
parâmetros petrof́ısicos (τ, η) e (δ, m). Existe uma in-

fluência mais forte entre os parâmetros (τ, η), revelada
na posição dos picos de fase, inclusive sendo possı́vel
estabelecer a condição de existência do segundo pico,
dada por η2τ � 1;

4) verificou-se haver maior sensibilidade da função aos va-
lores pequenos a médios do parâmetro η, isto é, para
η <30s–1/2.
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Figura 9 – Curvas de amplitude e fase da função condutividade de corrente total normalizada, com variação de m: (a) τ = 6,6×10–5s, η = 15s–1/2, δ = 0,5 e
m = 0,2; (b) τ = 6,6×10–5s, η = 15s–1/2, δ = 0,5 e m = 0,5; (c) τ = 6,6×10–5s, η = 15s–1/2, δ = 0,5 e m = 0,75; (d) τ = 6,6×10–5s, η = 15s–1/2,
δ = 0,5 e m = 0,95.

APÊNDICE

TRANSFORMAÇÃO ALGÉBRICA DA EQUAÇÃO (3) NA (4)

Inicia-se com a função
R

Rs +
(r + Zw)ZCdl

r + Zw + ZCdl

=
R

D
(A.1)

e procede-se à seguinte transformação algébrica na expressão do denominador D:

D = Rs +
(r + Zw)ZCdl

r + Zw + ZCdl

= Rs +
(1 + r/Zw)Zw

1 + (r + Zw)/ZCdl

(A.2)

D =
1 + r/Zw + Rs(1 + (r + Zw)/ZCdl )/Zw

(1 + (r + Zw)/ZCdl )/Zw

(A.3)

D =
1 + [r + Rs + Rs(r + Zw)/ZCdl ]/Zw

(1 + (r + Zw)/ZCdl )/Zw

(A.4)

D =
1 + (r + Rs)[1 + (Rs/(r + Rs))(r + Zw)/ZCdl ]/Zw

(1 + (r + Zw)/ZCdl )/Zw

(A.5)

D =
1 + (r + Rs)[1 + (1 − r/(r + Rs))(r + Zw)/ZCdl ]/Zw

(1 + (r + Zw)/ZCdl )/Zw

(A.6)
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Portanto, (A.1) pode ser reescrita como

R

Rs +
(r + Zw)ZCdl

r + Zw + ZCdl

=
R

D
=

R(1 + (r + Zw)/ZCdl )/Zw

1 + (r + Rs)[1 + (1 − r/(r + Rs))(r + Zw)/ZCdl ]/Zw

. (A.7)
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