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ABSTRACT. Parameterized finite difference filters employ different orders of the Taylor's series to obtain high-precision derivatives, which constitute a common
procedure in the processing of geophysical potential data. An initial test in algebraic functions served to compare the behavior and accuracy between different types
of the parameterized finite difference filters and analytical derivatives. Application of them to gravitational potential and magnetic field anomalies caused by 2D and 3D
synthetic models allowed to compare their results in the computation of gradients and tensors of the potential magnetic field with those obtained by employing both
analytical and fast Fourier transforms. The use of finite difference, with more coefficients of the Taylor’s series and as a convolution filter covering the entire numerical
domain, has furnished satisfactory results. Besides that, some parameterized finite difference filters have presented significant advantages over fast Fourier transforms.

Keywords: filtering, finite differences, potential data.

RESUMO. Filtros de diferencas finitas parametrizadas empregam diferentes ordens da série de Taylor para obter derivadas de alta precisdo, que constituem um
procedimento comum no processamento de dados geofisicos potenciais. Um teste inicial em fungdes algébricas serviu para comparar 0 comportamento € a exatidao
entre distintos tipos de filtros de diferengas finitas parametrizadas e derivadas analiticas. A aplicagdo deles ao potencial gravitacional e as anomalias magnéticas de
campo total causadas por modelos tedricos 2D e 3D permitiu comparar seus resultados no calculo de gradientes e tensores obtidos tanto de forma analitica como por
transformada rapida de Fourier. O uso de diferencas finitas, com mais coeficientes da série de Taylor e em uma forma de filtro convolucional cobrindo todo o dominio
dos dados, forneceu resultados satisfatorios. Além disso, alguns filtros de diferencas finitas parametrizadas apresentaram vantagens significativas sobre a transformada
rapida de Fourier.
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FILTRAGEM POR DIFERENGAS FINITAS PARAMETRIZADAS APLICADA AO CALCULO DOS GRADIENTES E TENSORES DE CAMPOS POTENCIAIS

INTRODUGAO

0 calculo de derivadas de campos potenciais, gradiente no caso
de 12 ordem e tensor no caso de 22, é um procedimento indis-
pensavel e consagrado na geofisica. Através dele, é possivel
assinalar feicoes ndo detectadas em mapas brutos, tais como:
caracteristicas estruturais, contatos, dire¢des, mergulhos e esti-
mativa das profundidades de corpos geoldgicos proximos a Su-
perficie. Podemos usar os componentes do gradiente em andlises
de contorno (Blakely, 1996) e em procedimentos mais avangados,
tais como no cdlculo da amplitude, fase e profundidade do Sinal
Analitico 2D e 3D (Nabighian, 1972, 1984; Roest, 1992; Blakely,
1996) e na deconvolugdo de Euler (Thompson, 1982; Reid et al.,
1990; Nabighian & Hansen, 2001). O calculo dos tensores encon-
tra aplicagGes em campos potenciais para aperfeigoar e delimitar
lateralmente as fontes potenciais (Stanley, 1977; Ramos, 2006).
Derivadas de altas ordens também sdo Uteis, mas devemos usa-
las com cautela, pois amplificam ainda mais comprimentos de
onda curto.

Inicialmente, faremos uma revisao sobre diferencas finitas e
mostraremos que sua aplicagdo consiste de um procedimento
analogo a convolugdo, bem como definiremos uma forma au-
toméatica de calculd-las. Definiremos o filtro de diferengas fini-
tas parametrizadas (FDFP) e mostraremos como aplicé-lo e suas
vantagens e limitac0es em relagdo aos filtros diferenciais comuns,
conforme o procedimento descrito em Gongalves (2009). Mos-
traremos um exemplo de aplicagdo de FDFP em uma funcdo po-
linomial e em uma trigonométrica e, em seguida, a aplicacdo em
modelos tedricos gravimétricos e magnéticos 2D e 3D.

METODO DAS DIFERENGAS FINITAS

Funcdes de uma variavel

Seja f(x) uma funcdo qualquer avaliada em pontos espacados
de um valor constante . Para determinar numericamente as de-
rivadas de ordem 4 de f'(x), devemos fazer uma expansdo da
série de Taylor nos pontos avaliados f'(x = ik), onde i é um
valor inteiro e 4 0 espagamento das amostras em x. A formula
geral da expansdo de Taylor é dada por:

. N L.
flx +ih) =Zo<iz> RS (1)
Portanto:
. o in?* ,
SOt ih) = @)+ f 0+ =100
(ih)? . )
SRR

flx—ih) = f(x) = @h) f'(x) +

AN
— %f’”(x) 4.
Chamamos de diferengas progressivas qualquer equagao
da derivada aproximada pela expansdo de Taylor definida pela
Equacdo (2); aiferencas regressivas qualquer equagdo da deri-
vada aproximada pela expansdo de Taylor definida pela Equagdo
(3) e de diiferencas centrais qualquer equagdo resultante da
subtracdo (para d impar) ou soma (para d par) das equag0es da
derivada aproximada por diferencas regressivas com a equagao
da derivada aproximada por diferengas progressivas.
Na Equacdo (1), o somatério infinito é tornado finito, com
L termos, quando avaliamos a derivada de ordem d e tomamos
a expansdo de Taylor até a ordem p (Eberly, 2008). O valor L,
representado na Tabela 1, é a quantidade de pontos vizinhos ne-
cessarios ao cdlculo das diferencas finitas nos casos progressivos
OU regressivos.

%f”(x)
' (3)

Tabela 1 — Valores de L para os trés tipos de diferengas finitas e para
as diferentes ordens de d e de p.

Diferenca d impar d par

Progressiva L=d+p-1 L=d+p-1
Regressiva L=d+p-1 L=d+p-1
Central L=d+2p—1|L=d+2p-2

Para calcular, rapidamente, diferengas finitas no caso de uma
derivada de ordem d e expansdo de Taylor de ordem p, de modo
a obter diferencas finitas progressivas ou regressivas da fungdo
f(x): f(xE£h)casoL =1, f(x £h)e f(x £ 2h) caso
L=2 f(xxh), f(x+2h)e f(x £3h)caso L = 3,¢e
assim por diante:

1. Devemos montar um sistema de equages que dependa
unicamente de L:

L L L i

Y Sakin =3 Y E" ) (@)

i=1 i=1 n=0

2. Em seguida devemos resolver o sistema de L equagdes
acima gerado para obter as diferengas progressivas e re-
gressivas. O sistema deve ser resolvido de modo a elimi-
nar as derivadas diferentes de d, ou seja, devemos isolar
aderivada /=9 (x).

3. Para obter a equagdo por diferencas centrais, devemos
subtrair (para 4 impar) ou somar (para d par) a equacdo
resultante da diferenca regressiva com a equagao resul-
tante da diferenca progressiva.
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4. Finalmente, devemos isolar f9(x) para cada tipo de  Taylor (p = 1) teremos, conforme a Tabela 1: L = 1 para as
diferenca. Chamaremos essa equacdo de f° j (x),ouseja, diferengas progressivas e regressivas e L = 2 paraas diferencas

a equacdo que faz a diferenca finita (note que neste caso  centrais. Caso se queira uma aproximacdo da 12 derivada utili-

pode ser progressiva, regressiva ou central) de ordem 4 zando termos de 22 ordem da série de Taylor (p = 2) teremos,

com expansdo de Taylor até a ordem p em f(x). conforme a tabela, L = 2 para as diferengas progressivas e re-
gressivas € L = 4 para as diferencas centrais. Resolvendo o

Por exemplo, caso se queira uma aproximagdo da 12 derivada  sistema gerado pela Equagdo (4), as equagdes para o calculo das

(d = 1) de f(x) utilizando os termos de 12 ordem da série de  diferencas finitas ficam:

Para as diferengas progressivas:

f&x+h) — fx)

fleo = ———7———+0m5 (5)
le ) = —f(x+2h)+ 4;;1(x +h) —3f(x) n O(hz) 6)

Para as diferencas regressivas:

fw = TOZIEZD o, )
A = 3f(x) —4f(x ;hh) + f(x —2h) o) )
Para as diferencas centrais:
Ao = LEEDZTEZD 4 o) )
le(x) _ fx+2h)+8f(x+h)—8f(x —h)+ f(x —2h) L omh (10)

12h

0 sobrescrito e 0 subscrito em f(x) denotam, respectivamente, a ordem da derivada (d) e a ordem da expansdo de Taylor
(p). 0termo O(RP) denota o erro de truncamento de grau p da derivada numérica, relativo ao truncamento da série de Taylor.
Isto quer dizer que a diferenca finita foi avaliada para todas as ordens até . Um erro de truncamento O (A) é um erro de grau 2,
enquanto O (A*) é um erro de grau 4. Portanto, quanto maior o grau do erro de truncamento, maior a precisdo da derivada numérica
de f(x), pois significa que utilizamos mais coeficientes da série de Taylor. Note que, para a diferenga central, o grau do erro de
truncamento € o dobro da ordem da expansdo de Taylor, sendo assim, a diferenca central aproxima melhor o calculo das derivadas do
que as diferencas progressivas e regressivas, entretanto precisa do dobro de pontos de observacdo em relagdo a elas (caso a ordem
da derivada seja impar).

Derivadas de maior ordem também podem ser obtidas mantendo ou ndo a ordem da expansdo de Taylor. Por exemplo, caso queira
uma aproximacdo da 22 derivada (d = 2) de f'(x) utilizando os termos de 12 ordem da série de Taylor (p = 1) € 2% ordem (p = 2),
teremos, respectivamente, L = 2 e L = 3 para as diferencas progressivas e regressivas ¢ L = 2 e L = 4 para as diferencas
centrais. Novamente, resolvendo o sistema gerado pela Equagao (4), as equagBes para o calculo das diferencas ficam:

Para as diferengas progressivas:

THONE ﬂ*”“‘ﬁy+”+ﬂ“+ow> (1)
fx+3h) =3f(x+2R)+3f(x+h)— f(x)
3h2

2 (x) + 0(h?) (12)
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Para as diferengas regressivas:
S&)=2f(x—h)+ f(x —2h)

fix) = — + 0" (13)
Rey = Q=T i;;(x —2 = T3 L o (14)
Para as diferencas centrais:
fiwy = LEEM- 2-’;(2” I L ome (15)
fzz(x) _ —f(x+2h) —16f(x +h) —30f(x) +16f(x —h) — f(x —2h) L ouh (16)

1242

Quando & é um ndmero par, precisamos de um ponto de observagdo a mais para as diferengas progressivas e regressivas, mas
ndo para a diferenca central. O grau do erro de truncamento se mantém o mesmo, pois ele depende somente da ordem da expansdo de
Taylor, & ndo da ordem da derivada.

Apesar de utilizarmos o valor constante / para o espagamento em x, todo o procedimento para a expansdo de Taylor pode ser feito
com espacamentos variaveis. Entretanto, ndo abordaremos neste trabalho as formulas e dedugtes, pois, compararemos o calculo por
diferencas finitas com o célculo por transformada de Fourier (FFT) que, necessariamente, precisam de dados equiespagados.

Forma automatizada para o célculo das diferencas finitas

Conforme descrito em Eberly (2008), vamos estender o raciocinio anterior para generalizar e automatizar o cdlculo das derivadas
numéricas para qualquer ordem de derivada e qualquer ordem da expansdo de Taylor. Inicialmente, considere:

Bdfp(x)

axd

b
d!
= fl(x) = h_d D Cifx £ih) + OMP) (17)

Substituindo 0 f'(x =4 i k) definido na (1) na Equagdo (17), temos:

L

dl & A"
Sy =32 Ci ) " 1) + O (18)

i=a n=0

Reagrupando os termos, podemos chegar a uma forma generalizada dada por:

y d! & L %
Sy =132 | 2oinCr )~ 100 + OG?) (19)
n=0 \i=a :

Os valores limites, a e b, dependem de qual tipo de diferenca se estd avaliando: progressiva, regressiva ou central. Conforme
definido anteriormente, o célculo de L depende de d, p e da paridade de d (no caso das diferengas centrais). Para as diferengas
progressivas a = 0 e b = L, diferengas regressivas a = —L ¢ b = 0 ¢ para a diferenga central a = —L/2eb = L/2.
A Tabela 2 traz alguns valores de a e b para 0s trés tipos de diferencas.

Para encontrar as constantes C;, que sdo o0s coeficientes modelo da DF, também chamado de Zemp/are, devemos resolver o
sistema linear:

b
g = 0, 0<n<Len#d 20)
i—a 1, n = d
Tendo encontrado as constantes C;, podemos reescrever a Equagdo (19) como:
J Doldl D\ )
i=a n=
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Tabela 2 — Valores de a e b para cada tipo de diferenga.

d | p | Diferenca a | b | Equagdo
1| 1 | Progressiva 0 1 5
11 1 | Regressiva | -1 0 7
112 Central -1 1 9
1 | 2 | Progressiva 0 2 6
11 2 | Regressiva | =2 | 0 8
112 Central -2 | 2 10
2 | 1 | Progressiva 0 1 1
2 | 1| Regressiva | —1 0 13
2 | 2 Central -1 1 15
2 | 2 | Progressiva | 0 | 2 12
2 | 2 | Regressiva | —2 0 14
2 12 Central -2 2 16

Substituindo a Equacdo (1) no segundo somatério da Equacdo (21) e isolando o termo independente:

b
d!
[l = i D Cifx+ih) + OMhP)

i=a

Finalmente, definindo K; = ;j—;c,-:

b
o) =) Kif(x +ih) + O(h?)

i=a

Portanto, podemos afirmar que a Equagdo (23) € uma convolugdo de K; com £(x).

E possivel representar esta operagdo na forma matricial. Para isso, seja um vetor /(x) com s pontos e vamos determinar um

vetor das derivadas fj(g) por diferengas finitas em ¢ pontos, onde t = m — L:

K, -+ Kp 0 .- 0 0 0 0 Sx1)
fi&) 0 K, --- K, 0 -~ 0 0 0 S (x2)
&) 0 0 K, - Ky O -+ 0 0 f(x3)
V&) 0 0 0 K, Ky 0 0 :
flgy =1 0 0 K, Kp 0 - 0 f@i)

S Ea) 0 0 Kq Ky 0 0 0 :
f,‘ffz_l) 0 0 0 K. - Kp 0 0 o
fp (Et) O O 0 0 Ka Kb O f(_xm_l)
R O K R S ro)

Representando as matrizes e vetores de forma compacta:

FDixt = K)sem (F)mxi

(24)

(25)

Na Equacdo (25), m é a dimensdo do vetor de entrada e seus componentes correspondem aos valores conhecidos de f(x),

enquanto ¢ € a dimensdo do vetor de saida e seus componentes correspondem aos valores calculados da derivada.
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Amatriz K é, portanto, um filtro espacial tipo janela que permite a determinagdo das derivadas de f(x) pelo método das diferencas
finitas. O Apéndice A traz exemplos da aplicagdo desta metodologia conforme mostrado por Eberly (2008).

Funcdes de duas variaveis

Podemos aproximar as derivadas parciais para fungdes com mais varidveis agrupando as variaveis iguais e aplicando a aproximagdo
1D. Para 0 caso 2D, seja a nossa fungdo f'(x, y) determinada em pontos espagados de / na diregdo x € & na dire¢do y. As suas
diferengas centrais aproximadas pela expansdo de Taylor de 12 ordem sdo:

f(x‘f‘h,y)_f(x_h’J/)

filey) = 7 +O00*, k%) (26)
Sty = TEXEOZTEIZ0 L 600 ) @)
forly) = f(X+h,y)—2f§lxz,y)+f(x—h,y)+0(h2’k0) 28)
Fulxry) = f(x,y+k)—2f§€xz,y)+f(x,y—k)+O(ho’k2) (29)

Note que sdo idénticas as diferencas centrais para o caso 1D. Entretanto, ainda é possivel avaliar as derivadas cruzadas de f'(x, y).
Uma aproximagao para fx, (x, ») € obtidaaplicando a aproximagdo da derivada em relagdo a x e em seguida aplicando a aproximagao
da derivada em relagdo a y. Neste caso, para a diferenga central temos que:

fa+hy+hk)—fx+hy—k—f&x—hy+k+ fx—hy—k
fxy(X’J/)Z 4hk

Seguindo 0 mesmo raciocinio para o caso 1D, definimos a forma geral da diferenca finita para fungdes 2D:

+ 0k, K> (30)

foim . y) = ZZnyf(X+zh v+ jk) + OhP*, kPY) (31)

i=a j=a
Na Equacdo (31), dx e dy representam, respectivamente, a ordem da derivada nas diregoes x € y;

dx!
X,y y Y
Kij =KiK;=zC kdyc.
€ o /emplate tensorial, uma matriz que possui os coeficientes de diferencas finitas para as diregoes x (C7) e y (ij. ). 0 termo
O(hP*, hPY) é 0 ermo de truncamento de grau px na direcdo x, € grau py na direcdo y.

Podemos representar a Equacdo (31) na forma geral matricial compacta:
(Fi);ci?))}?)sw = (Kx)s s (F)m xn(Ky)nxt > (32)

Na Equacdo (32), (m x n) é a dimensdo da matriz de entrada e seus componentes correspondem aos valores conhecidos de
f(x,y)e (s x t)éadimensdo da matriz de saida e seus componentes correspondem aos valores calculados da derivada.

FILTRAGEM POR DIFERENGAS FINITAS PARAMETRIZADAS (FDFP)

0 filtro de diferencas finitas parametrizadas (FDFP), podendo ser chamado também de filtro diferencial parametrizado, é um filtro que
faz os trés tipos de diferencas finitas: progressiva, regressiva e central (podendo também usar duas: a progressiva e a regressiva). Ele
pode empregar diferentes ordens da expansdo de Taylor para preservar a dimensdo dos dados e tornar o calculo das derivadas mais
preciso. Para preservar a dimensdo dos dados, é necessario parametrizar o filtro da Equagdo (25) para que ele determine diferentes
tipos de coeficientes K; a depender do ponto (Gongalves, 2009).

A Tabela 3 traz seis tipos de FDFP para a 12 derivada em um vetor com 5 pontos. Considere os termos Pd Cd Lt Rp I
uma referéncia as diferengas progressiva, central e regressiva, o sobrescrito em cada um deles representando d (ordem da derivada)
€ 0s subscritos representando, respectivamente, p (ordem da expansdo de Taylor) e L (nimero de pontos necessarios).
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Tabela 3 — Seis FDFP para d = 1 aplicados a um vetor com m = 5 pontos.

Filtro | x; X7 X3 X4 x5
1 Pll 1 Pll,l Pll 1 Pll 1 Rll 1
2 Plll Rll 1 Rll 1 Rlll Rll 1
3 | P C11,2 clylcl, | R
4 1P [ Pay | Poy | Ran | Ry
5 | Pia|Clo | Clo | Cin| Ria
6 | Pia| Pis | Cou| Rss | Rig

O filtro 1 utiliza diferencas progressivas nos 4 primeiros pontos e regressiva no Gltimo, enquanto o filtro 2 faz a diferenca pro-
Qressiva apenas no primeiro ponto e a regressiva nos demais, ambos com p = 1. Para estes dois filtros, o erro de truncamento foi
de O(h') em todos os pontos. O filtro 3 faz a diferenca progressiva para o primeiro ponto, regressiva para o Gltimo, e diferencas
centrais para todos os intermedidrios, obtendo erros de truncamento O (4') nas bordas e O (h2) no centro. O filtro 4 mostra que é
possivel obter um erro de truncamento de O (%) nos pontos de borda utilizando diferencas progressivas e regressivas, aumentando
0 niimero de pontos L. O filtro 5 mostra que é possivel aumentar o erro de truncamento até O (4*) nas bordas utilizando diferencas
progressivas e regressivas, enquanto que para os pontos intermedidrios ficam O (42). Finalmente, o filtro 6 faz a melhor combinagdo
possivel de diferencas finitas, obtendo erros de truncamento de O (1%, O(#%), O(h*), O(h?) e O(h*) respectivamente, nos
pontos x1, x2, x3, x4 € x5. O filtro 6 pode ser chamado de FDFP ¢timo (FDFPO), pois o grau do erro de truncamento foi méximo.
Na forma matricial, temos:

e pl pP PPl P fxn)
f4(x2) o » P P P f(x2)
fixs) | = ¢y, ¢, ¢ ¢l cl f(x3) (33)
14 (xs) R'; R, R, R} O f(xa)
£ (xs) R', R'; R', R' R} f(xs)

A Tabela 4 traz os FDFPQ de um vetor com 7 pontos para as derivadas d = 1,2, 3 e 4. Arelagdo m = 2g — 1 determina o grau
maximo que o FDFPO pode obter quando =2 é impar (neste caso g = 4).

Tabela 4 — FDFPO parad = 1, 2, 3 e 4 em um vetor com m = 7 pontos.

d X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
1| Pos | Pss | Paa | Cse | Ria | RSs | Res
2| Plg | Pis | Coa| Gl | Ga | Ris | R3g
3| Pl | Pis | Poa| Gg | B | Rs | Rig
4P | P | Cla] G | Cla | B35 | R

A Tabela 5 traz os FDFPQ de um vetor com 8 pontos para as derivadas d = 1,2, 3,4 e 5. Arelagdo m = 2g — 2 determina o
grau méximo que o FDFPO pode obter quando m é par (neste caso g = 5).

Tabela 5 - FDFPO parad = 1, 2, 3, 4 ¢ 5 em um vetor com m = 8 pontos.

d | xi X2 X3 X4 X5 X6 X7 Xg
V[ Prg | Pos | Pss | Css | Ci6 | Rss | Ree | Ry
2| Pog | Ps | Pis | GG | Clo | Ris | R34 | e,
3| Py | Pie | Ps | Go| G | Bs | Rig | B34
41 Py | P | Pos | s | G | Ros | Rig | Ris
5Py | Po | Pis | Clo | Cle | Ris | Bos | B34
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Ressaltamos que o filtro K pode ter suas diferengas finitas
parametrizadas de diversas formas, pois ele depende da ordem
da derivada (d), de quais combinag0es e posices das diferengas
utilizadas (progressivas, regressivas e/ou centrais), da ordem de
truncamento da série de Taylor (p), das coordenadas das amos-
tras (x) e do tamanho do vetor (m).

TESTES COM FUNGOES ALGEBRICAS

Representamos duas funcdes algébricas em um vetor com 41
pontos espacados de 0,5:

x*—2x3 = 75x% + 76x + 1120

cos?(x) — sin(x/2)

Hix) =
T(x) =

Determinamos 7 filtros de derivada de 12 ordem para ava-
liar a precisdo em relacdo as derivadas analiticas de H (x) e de
T(x). Os filtros 1, 2 e 3 fazem, respectivamente, as diferencas
progressivas, regressivas e centrais de 1 ordem. O vetor de
saida é diminuido de um para as derivadas progressivas e re-
gressivas e diminuido de dois para a central. Os quatro filtros
posteriores sdo FDFP que aplicaram diferengas progressivas do
1° a0 10° ponto (Faixa F1), diferencas centrais do 11° a0 31°
ponto (Faixa F2) e diferencas regressivas do 32° ao 41° ponto
(Faixa F3). Considerando a definicdo descrita anteriormente, te-
mos entdo, para as faixas F1, F2 e F3: o filtro 4 faz P/ |, C1 ,,
Rh? o filtro 5 faz le’z, C21’4, Rf’z; o filtro 6 faz P31’3, C3176,
Ry eofiltro 7 faz P}, Cy g, Ry 4 O grau do erro de trun-
camento O (h?) é p para as diferengas progressivas e regres-
sivas, e 2 p para a central.

A Figura 1 mostra quatro graficos: 0s dois primeiros contém
curvas da derivada analitica, do filtro 1, do filtro 2 e do filtro 3
para 0 H(x) e T (x), respectivamente. Os dois inferiores mos-
tram os erros médios quadréticos (RMS) relativos para os 7 filtros,
dados por:

Xk - A1
(fi/)max - (fi/)min
onde N, € o tamanho do vetor, g7 e f; sdo, respectivamente, a

derivada dos filtros e a derivada analitica no ponto ;.

0 erro RMS do filtro 3 foi menor que o dos filtros 4 & 5 pois
ele utiliza, unicamente, diferengas centrais com erros de trunca-
mento O (h*), diferentemente dos filtros 4 e 5. Na fungdo H (x),
0 erro RMS foi nulo no filtro 7, pois todos os erros de trunca-
mento foram da ordem de O (A*), que 6 igual ao grau da fungdo.
0 erro RMS jamais serd nulo na fungdo 7'(x), por tratar-se de
uma fungdo transcendental. De qualquer forma, o FDFP obteve
BI7T0S progressivamente menores.

E(%) = x 100 (34)

Figura 1 - 0s dois graficos superiores ilustram, respectivamente, as curvas das
derivadas de H (x) e T'(x) calculadas de forma analitica e através dos filtros 1,
2¢3. Os dois graficos inferiores ilustram os erros RMS relativos para os 7 filtros,
respectivamente, para as fungoes H (x) e T (x).

TESTES COM MODELOS TEORICOS 2D

0 modelo 2D utilizado é o do cilindro horizontal sélido, ho-
mogéneo, isotrdpico e de eixo horizontal com comprimento in-
finito. Os apéndices B e C trazem as formulas analiticas para
0 cdlculo dos gradientes e tensores do potencial gravitacional
e do campo magnético total, respectivamente, para este mo-
delo. Para o célculo da derivada vertical, £z, aproximamos por
um somatorio, a relagdo integral de Hilbert para campos 2D
(Nabighian, 1972):

Fz= %/‘ Fx(xo) dxg (35)

co X — X0

onde (Fx, Fz) podem ser as derivadas do potencial gravitacio-
nal (Ux, Uz) e (Uxx, Uxz), bem como da anomalia mag-
nética de campo total (Dx, Dz) e (Dxx, Dxz). A coorde-
nada x é do observador e xq 6 a da fonte. O tensor Fxz pode ser
obtido de forma semelhante, utilizando o tensor Fxx. O calculo
do tensor Fzz foi feito com base na equacdo de Laplace para
campos potenciais 2D: Fzz = —Fxx.

Para avaliar os erros relativos entre as transformagdes numé-
ricas em relagdo as transformacdes analiticas, definimos o erro
médio quadratico relativo (RMS) dado pela Equacdo (34).

Gravimétrico

Utilizamos um cilindro horizontal, cortado por um perfil perpen-
dicular com 32 pontos equiespacados de 1 km. O cilindro esta
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centradoem x = 16,z = 5, com 3 km de raio e com densidade
de 1000 kg/m?. O detector encontra-se a 100 metros da superficie
de modo a simular um levantamento aéreo.

Para o célculo de Dx, o FDFP faz P ,, Cj ¢, R, , nos
pontos 1-3, 4-29, 29-32, e para 0 calculo de Dxx faz Pﬁz,
C34 Cig C34 R7, nOS pontos 1,2, 3-30, 31, 32. A
Figura 2 traz os perfis de Ux, Uz, Uxx e Uxz obtidos
analiticamente, por FFT e FDFP. A Figura 3 traz os gréficos

dos erros médios relativos.

Figura 2 —Perfis de Ux, Uz, Uxx e Uxz causados pelo modelo gravimétrico
2D calculados de forma analitica, por FFT e FDFP.

Brazilian Journal of Geophysics, Vol. 29(3), 2011

25

&—e—® FFT
+————F FDFP

Ux Uz Uxx Uzz Uxz

Figura 3 — Grafico dos erros médios relativos da FFT e do FDFP para o célculo
dos gradientes e tensores do modelo gravimétrico 2D.

Os graficos mostram que o FDFP foi melhor que a FFT em
alguns aspectos. O FDFP foi melhor nas bordas onde a FFT sofre
muita dispersdo, especialmente para as derivadas de 22 ordem.
Também, todos os erros médios relativos foram menores com o
emprego do FDFP para este modelo. Entretanto os valores cal-
culados pela FFT sdo mais precisos quando Se cruza a projecao
horizontal do eixo do cilindro. Para este modelo, todos 0s erros
médios relativos foram menores para o FDFP.

Magnético

No modelo magnético utilizamos trés cilindros para avaliar o
gfeito de mais uma fonte potencial. Os cilindros sdo cortados per-
pendicularmente por um perfil com sentido S-N magnético com
32 pontos equiespagados de 1 km em um campo magnético am-
biente com magnitude de 24.700 nT, declinagdo da = —23° ¢
inclinagdo ia = —30°. A altitude do detector é constante e vale
100 m. Os valores das coordenadas do centro (x, z), do raio
(r), da susceptibilidade magnética (x), da inclinagdo (ie) e da
declinagdo (de) da magnetizagdo de cada cilindro estdo definidos
na Tabela 6.

Tabela 6 — Parametros magnéticos e geométricos dos cilindros
solidos utilizados no modelo magnético 2D.

. X z r X ie | de
Cilindro

(km) | (km) | (km) | (S) | (°) | (°)

1 8 2 1 001 | ia | da

2 16 5 2 003 | ia | da

3 24 2 1 001 1] 9 | da

Para avaliar o efeito da introdugdo de ruidos aleat6rios na
anomalia magnética de campo total, avaliamos trés tipos de
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configuragGes do modelo 2D. A configuragdo do tipo 1 ndo in-
corpora ruidos aleatdrios; o tipo 2 incorpora uma variagdo de
+10% de ruidos aleatérios; e o tipo 3 incorpora 450%. Uti-
lizamos duas formas de calcular o FDFP, intitulados FDFP-1 e
FDFP-2. O FDFP-1 faz a mesma operagdo que o FDFP descrito
para 0 caso gravimétrico. O FDFP-2 utiliza a mesma configuragdo
para o calculo da 12 derivada que o FDFP-1, mas a 22 deri-
vada (Dxx) é obtida derivando Dx em relacdo a x, utilizando
a mesma configuracdo realizada para o seu calculo. Além dos
calculos dos gradientes e tensores, avaliamos o cdlculo do gra-
diente horizontal total (&//7), amplitude do sinal analitico (454)
e fase do sinal analitico (A%4). Para avaliar os erros relativos en-
tre as transformacgOes numéricas em relagdo as transformacgdes
analiticas, definimos o erro médio quadrético relativo (RMS) dado
pela Equagdo (34).

As Figuras 4, 5 e 6 trazem os gréficos de Dx, Dz, Dxx,
Dzz, Dxz, GHT, ASA, FSA paraas configuracdes do tipo
1, tipo 2 e tipo 3, respectivamente. A Figura 7 traz os graficos dos
erros RMS para cada tipo de configuracdo. Para a configuracdo
do tipo 1 (sem ruidos aleatdrios em AT), as transformagdes
por FFT para o calculo de Dz, Dxz € ASA sdo mais exatas,
e Dx e GHT sdo praticamente iguais para todas as técnicas.
As derivadas Dxx e Dzz foram melhores para o FDFP-1.
Para a configuracdo do tipo 2, o ruido comeca a influenciar o
calculo das derivadas significativamente, especialmente o das
derivadas de 22 ordem. A configuragdo do tipo 3 mostra que,
com alto nivel de ruido aleat6rio, o calculo das derivadas por
FFT comeca a ficar mais comprometido. Em geral para to-
das as configuragdes o FDFP-2 obteve 0s melhores resultados.
Isso mostra que o calculo das derivadas no dominio do espaco
sd0 menos sensiveis a relagdo sinal/ruido desfavoravel devido
as interferéncias do campo gerado pela aeronave, de um pré-
processamento dos dados mal feito, de redes de alta tensdo, den-
tre outras causas. Para o FDFP-2 que utiliza a segunda forma de
calcular o Dxx (derivando pela sequnda vez Dx), 0 erro médio
relativo cai consideravelmente, tanto para 0 Dxx, quanto para
0 Dzz € Dxz, que sdo obtidos pela relagdo de Laplace e pela
integral de Hilbert.

TESTES COM MODELOS TEORICOS 3D

0 modelo 3D utilizado é o da esfera solida, homogénea e
isotropica. Os apéndices D e E trazem as férmulas analiticas para
o cdlculo dos gradientes e tensores do potencial gravitacional e do
campo magnético total, respectivamente, para este modelo. Para
o calculo de Dz aproximamos por um somatorio duplo, a relagao

integral de Hilbert para campos 3D (Nabighian, 1984):

1 0 oo
27 J oo S0

“ (x — x0) Fx(x0, y0) + (¥ — yo) Fy(x0, y0)
3
[Vo =07+ 0 =]

(36)

onde (Fx, Fy, Fz) podem ser as derivadas do potencial
gravitacional (Ux, Uy, Uz), (Uxx, Uxy, Uxz) & (Uxy,
Uyy, Uyz), bem como da anomalia magnética de campo total
(Dx, Dy, Dz), (Dxx, Dxy, Dxz) ¢ (Dxy, Dyy, Dxz).
A coordenada (x, y) € a coordenada do observador e (xo, o)
a coordenada da fonte. O calculo do tensor Fzz foi feito
com base na equagdo de Laplace para campos potenciais 3D:
Fzz =—Fxx — Fyy.

Para avaliar os erros relativos entre as transformagdes nume-
ricas em relagdo as transformagdes analiticas, definimos o erro
médio quadratico relativo (RMS) dado pela equacdo:

1 N. Ny 2
\/m Yo Xh s - Ayl
(fi/,j)max - (f;'/,j)min
onde Nx e Ny sd0 a quantidade de pontos nas diregtes x € y,

respectivamente, g; e £ ; so, respectivamente, a derivada dos
filtros e a derivada analitica no ponto i.

E(%) = x 100 (37)

Gravimétrico

Utilizamos uma esfera sdlida em uma malha de 32 km x 32 km,
com pontos equiespagados de 1 km em ambas as diregGes. A es-
fera estd centradaem x = 16, y = 16,z = 5, com 3 km de
raio e com densidade de 1000 kg/m3. O detector encontra-se a
100 metros da superficie.

Inicialmente, testamos cinco tipos de filtragem diferencial
paramétrica, nomeados de FDFP-1, FDFP-2, FDFP-3, FDFP-4
¢ FDFP-5. A Tabela 7 mostra a configuragdo de cada um des-
tes filtros, bem como a faixa de atuagdo nos dados. Em todos
os filtros, a derivada Dxx foi obtida pela derivada de Dx em
x, assim como para 0 Dyy e Dxy, derivando Dy em y ¢
Dx em y, respectivamente. A Figura 8 traz o gréfico de erros
dos FDFP para o célculo das derivadas 12, 22 e cruzadas. Po-
demos observar que o FDFP-5 é o melhor filtro dentre eles.
Em seguida, chamamos de FFT a transformada de Fourier,
FFT++ uma transformada de Fourier aprimorada através da ex-
pansdo e janelamento (expanaed and lqpered) de 5 pontos nos
limites do gr7¢ de forma a suavizar o efeito de borda.
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Figura 4 — Perfis de Dx, Dz, Dxx, Dzz, Dxz, GHT, ASA e FSA causados pelo modelo magnético 2D calculados de forma analitica, por FFT, FDFP-1 e
FDFP-2 para a configuragdo do tipo 1 (0% de ruidos aleatérios A T). A linha preta continua é o calculo analitico (isento de ruidos).
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Figura 5 — Perfis de Dx, Dz, Dxx, Dzz, Dxz, GHT, ASA e FSA causados pelo modelo magnético 2D calculados de forma analitica, por FFT, FDFP-1 e
FDFP-2 para a configuragdo do tipo 2 (=10% de ruidos aleatérios AT'). A linha preta continua é o cdlculo analitico (isento de ruidos).
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Figura 6 — Perfis de Dx, Dz, Dxx, Dzz, Dxz, GHT, ASA e FSA causados pelo modelo magnético 2D calculados de forma analitica, por FFT, FDFP-1 ¢
FDFP-2 para a configuragdo do tipo 3 (=50% de ruidos aleatérios AT). A linha preta continua é o célculo analitico (isento de ruidos).
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Figura 7 —Grafico dos erros médios relativos da FFT, do FDFP-1 e do FDFP-2 para o célculo
dos gradientes e tensores do modelo magnético 2D, para as configuragdes do tipo 1, tipo 2

e tipo 3, respectivamente, de cima para baixo.

A Figura 9 traz os mapas de Ux, Uz, Uxx, Uzz, Uxy
e Uxz obtidos de forma analitica, por FFT, FFT++ e FDFP-
5. Todos os gradientes e tensores foram melhores obtidos pela
aproximacdo do FDFP-5 em relacdo a FFT e FFT++. Mais uma
vez, a FFT cria artefatos de alta frequéncia nas bordas dos dados,
criando uma ideia falsa de distribuicdo de fontes, atrapalhando a
interpretagdo. O FDFP-5, o melhor dentre os FDFP analisados,
foi 0 que apresentou a menor influéncia das bordas.

Magnético

Construimos um modelo magnético tedrico 3D a fim de analisar
0 efeito da distribuigdo de diversas fontes no calculo das deriva-
das, juntamente com o efeito de borda, posicionando estas fon-
tes nos limites dos dados. Para isso utilizamos um modelo de
fontes magnéticas representadas por nove esferas em uma ma-
Iha de 32 km x 32 km, com pontos equiespagados de 1 km em
ambas as dire¢Ges em um campo magnético ambiente com mag-
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Tabela 7 — Configuracdo dos filtros diferenciais paramétricos utilizados no modelo

magnético 3D.
Pontos 1° 2° 3° 4°-29° | 30° 31° 32°
FDFP-1 | Piy | Piu | P | Pii | P | Pia | Rin
FOFP-2 | Py | Pap | Pap | Pop | P22 | P22 | R
FDFP-3 | P11 | Cip | Cio | Coa | Cip | C12 | Ri
FDFP-4 | P11 | Cio | Coa | Coa | Coa | Cio | Ri
FDFP-5 | P33 | Ci2 | Cou | C36 | Coa | Cio | R33
100 =
10 <

o
| s IIHL

L1 1igall

H—I— FFT
<k FFT++
V' FDFP-1

0.001 | I
Ux Uy Uz

Uxx Uyy Uiz

\ \ [ 1
Uxy Uxz Uyz

Figura 8 — Grafico dos erros médios relativos dos gradientes e tensores calculados por FFT, FFT++, FDFP-1,
FDFP-2, FDFP-3, FDFP-4 e FDFP-5 no modelo gravimétrico 3D.

nitude de 24.700 nT, declinagdo da = —23°, inclinagdo ia =
—30°. Os valores das coordenadas do centro (x, y, z), do raio
(r), da susceptibilidade magnética (x), da inclinacdo (ie) e da
declinagdo (de) da magnetizacdo de cada esfera estdo definidos
na Tabela 8.

Introduzimos um ruido aleatério de +-5% na anomalia mag-
nética de campo total e, bem como no modelo gravimétrico 3D,
testamos os cinco tipos de FDFP definidos na Tabela 7. A Fi-
gura 10 traz o grafico de erros dos FDFP para o calculo das de-
rivadas 13, 28 cruzadas, gradiente horizontal total, amplitude e
fase do sinal analitico. Além disso, constatamos que o FDFP-
2, que utiliza expanses de Taylor de 22 ordem, ndo foi me-
lhor que o FDFP-1, que utiliza somente a expansdo de Taylor de
12 ordem. Tanto o FDFP-1 quanto o FDFP-2 utilizam diferencas
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progressivas nos 31° pontos iniciais, e regressiva no 32°. 1sso
significa que utilizar mais termos da série de Taylor nem sem-
pre & a melhor opgdo quando se utiliza diferencas progressivas
ou regressivas nos pontos intermediarios. Neste caso, para este
modelo, o0 melhor a fazer é utilizar derivadas centrais, como o
FDFP-3, FDFP-4 e FDFP-5.

As Figuras 11, 12, 13, 14, 15, 16 e 17 trazem 0S ma-
pas de Dx, Dz, Dyy, Dzz, Dxz, Dyz & ASA obtidos de
forma analitica, por FFT, FFT++ e FDFP-5. Podemos observar no
grafico de erros que as derivadas Dx e Dy utilizando FDFP-5
foram melhores do que as calculadas por FFT e FFT++. Por
consequéncia, 0 calculo da GHT se mostrou melhor. Para o
calculo de Dz, a FFT e FFT++ foram melhores. Contudo o mapa
obtido pelo FDFP-5 se mostrou mais suave e menos contami-
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Figura 9 —Mapas de Ux, Uz, Uxx, Uzz, Uxy e Uxz calculados de forma analitica, por FFT, FFT++ e FDFP-5 do modelo gravimétrico 3D.
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Tabela 8 — Pardmetros magnéticos e geométricos das esferas sélidas utilizadas no modelo magnético 3D.

Esfera | x (km) | y (km) | z (km) | » (km) | x (SI) | ie(°) | de(°)
1 7 29 3 2 0,01 ia da
2 17 29 2 1 0,03 10° | —90°
3 26 29 3 2 0,01 ia da
4 7 18 4 2 0,05 | —-10° | —30°
5 17 18 8 4 0,05 | —10° 30°
6 26 24 3 2 0,01 ia da
7 7 3 2 0,01 ia da
8 11 7 2 1 0,03 ia da
9 26 7 5 2 0,05 | —10° 45°

Figura 10 — Gréfico dos erros médios relativos dos gradientes e tensores calculados por FFT, FFT++,
FDFP-1, FDFP-2, FDFP-3, FDFP-4 e FDFP-5 no modelo magnético 3D.

nado pelos ruidos de alta frequéncia, que foram amplificados do
campo magnético andmalo. Esta deficiéncia no calculo de Dz
pelo FDFP-5 refletiu-se no célculo da 454, que depende de
Dx, Dy e Dz. 0s mapas de derivadas 2% e cruzadas estdo con-
taminados por muitos ruidos de alta frequéncia na transformagdo
FFT e FFT++. A FFT++ teve sucesso em atenuar o efeito de
borda, entretanto, ainda manteve muitos ruidos se comparada ao
FDFP-5. 0 FDFP-5 ndo conseguiu representar de forma correta
as anomalias acima das esferas para os cdlculos de Dz, Dxz,
Dyz e ASA. Note que hd uma queda na amplitude das ano-
malias acima das fontes. Portanto, a determinacdo das derivadas
verticais mostrou uma pequena desvantagem das transformagoes
no dominio do espago (via relagdes integrais de Hilbert).
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CONCLUSOES

A andlise no calculo de derivadas e tensores no dominio do
espaco por diferencas finitas parametrizadas obteve resultados
satisfatorios, sendo, inclusive, melhor em algumas situages que
as transformagdes no dominio da frequéncia. Em termos com-
putacionais, as transformages no dominio do espaco exigem
mais do que as transformagGes por FFT, em especial quando
queremos calcular as derivadas horizontais via integrais de Hil-
bert. Apesar disto, mostramos que o aumento de ruidos aleato-
rios (que ocasiona contaminacdo de alta frequéncia no processo
de diferenciagdo) afeta menos as derivadas feitas no dominio
do espaco. Em contrapartida, observamos que o cdlculo de
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Figura 11 — Mapas de contorno do Dx calculados por derivada. a) Analitica, b) FFT, ¢) FFT++ e d) FDFP-5.

Dz, Dxz e Dyz por FFT foram mais precisos acima das
fontes potenciais. O principal motivo disto é a natureza orto-
gonal das fungBes base seno e cosseno da transformada de
Fourier e, portanto, sua maximizagdo no cruzamento do eixo
das fontes andmalas no momento em que aplicamos 0 opera-
dor no dominio da frequéncia que faz célculo da derivada ver-
tical: |kl = (kf + k;)'/?, onde @ ¢ a ordem da derivada
vertical, kx e ky sdo 0s nimeros de onda, respectivamente,
na direcdo x e na diregdo y.

Apesar de ja existirem algoritmos que fazem a FFT em dados
nao retangulares, através de expansdes e janelamentos de grids
(expanded and lapered grids), maxima entropia, dentre outros, e
nao necessariamente poténcias de dois, fragmentando o dominio

em varias areas que sdo poténcias de dois, como no algoritmo de
Cooley & Tukey (1965), as transformagdes no dominio do espago
ndo necessitam que os dados estejam equiespagados, como na
FFT. A filtragem por diferencas finitas parametrizadas permite
uma flexibilidade na montagem do filtro além de ndo ocasionar
perdas de informagGes nas bordas, comum em transformagoes
no dominio da frequéncia devido ao fendmeno de Gibbs. As
diferencas centrais, mesmo com ordens de erro de truncamento
menores, sdo mais exatas do que as diferengas progressivas e
regressivas com ordens de erros de truncamento maiores. 1sso
mostra que calcular as derivadas utilizando maior quantidade
de pontos vizinhos, tanto progressivos quanto regressivos, per-
mite uma melhor qualidade nos célculos em algumas situagdes.
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Figura 12 — Mapas de contorno do Dz calculados por derivada. a) Analitica, b) FFT, ¢) FFT++ e d) FDFP-5.

Observamos também que o calculo dos tensores horizontais é
melhor quando se faz dois passos ao invés de um. A derivada
Dxx, por exemplo, é mais precisa quando se faz a derivada de
Dx em x, e ndo diretamente de AT

Devido a sua flexibilidade no célculo automatico dos coefi-
cientes das diferencas finitas, o FDFP pode ser muito dtil para
avaliar a qualidade das derivadas de qualquer ordem, visto que
seus parametros (ordem da derivada, tipo de diferenca, ordem
de truncamento da série de Taylor, das coordenadas das amos-
tras e do tamanho do vetor) podem ser controlados. No &mbito
da geofisica, ele pode ser (til em métodos potenciais que neces-
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sitam das componentes tensoriais do campo, como por exemplo,
a gradiometria, ou mesmo na avaliagdo de derivadas de qual-
quer ordem sem a necessidade de uma gridagem prévia. Ape-
sar das transformagbes FFT serem muito empregadas no pro-
cessamento de dados potenciais, se 0s dados sdo ruidosos ou
gerados por fontes rasas (alta frequéncia) e o objetivo for a me-
lhor resolucdo, pode ser vantajoso utilizar as transformag0es
no dominio do espago. Finalmente, apesar de termos utilizado
para campos potenciais, esta metodologia pode ser facilmente
estendida para qualquer procedimento numérico que empregue
diferengas finitas.
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Figura 13 — Mapas de contorno do Dyy calculados por derivada. a) Analitica, b) FFT, ¢) FFT++ e d) FDFP-5.

APENDICE A — EXEMPLOS DA APLICACAO DO METODO DAS DIFERENCAS FINITAS DE FORMA AUTOMATIZADA
Exemplo 1:
Calcular a derivada de 3% ordem de f(x):

a) Com diferenca progressiva usando expansdo de Taylor até 12 ordem. Entdo,d = 3ep =1, L =3,a =0eb = 3.
0 sistema linear da Equagdo (20) é:

I 11 1 Co 0
1 1 2 3 Ci _ 0 (A1)
1 1 4 9 (6)) 0
1 1 8 27 C3 1

. - d!
Possui solugdo (Cy, Cq, Ca, C3) = (—1,3, -3, 1)/6. Sendo K; = h—dCi, temos

(Ko, K1, K2, K3) = (1,3, =3, 1)/ I°,
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Figura 14 — Mapas de contorno do Dzz calculados por derivada. a) Analtica, b) FFT, ¢) FFT++ e d) FDFP-5.

usando a Equacdo (23), temos:

—fxX)+3f(x+h)=3f(x+2h)+ f(x+3h)

[ix) = e + 0 (A2)
b) Com diferenca central usando expansdo de Taylor até 12 ordem. Entdod =3, p =1, L = 4,a = —2,b = 2. 0 sistema
linear da Equacdo (20) é:
1 1 1 1 1 C_, 0
-2 -1 0 1 2 C_ 0
4 1 0 1 4 Co | =10 (A3)
-8 —1 0 1 8 Cq 1
16 1 0 1 16 C 0

. - d!
Possui solugdo (C_,, C_1, Co, C1, C2) = (—1,2,0,-2,1)/12. Sendo K; = h—dC,-, temos

(K_2, K_1, Ko, K1, K2) = (—1,2,0, =2, 1)/2h>,
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Figura 15 — Mapas de contorno do Dxz calculados por derivada. a) Analitica, b) FFT, ¢) FFT++ e d) FDFP-5.

usando a Equacdo (23), temos:

FOe—2h) +2f(x —h) —2f(x +h) + f(x + 2h)

fi) =—

2h3

+ Oh?) (A4)

¢) Com diferenca central usando expansdo de Taylor até 22 ordem. Entdod =3, p =2, L = 6,a = —3, b = 3. 0 sistema

linear da Equacdo (20) é:
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Figura 16 — Mapas de contorno do Dyz calculados por derivada. a) Analitica, b) FFT, ¢) FFT++ e d) FDFP-5.

. . d!
Possui solugdo (C_3, C_», C_1, Cy, C1, C2, C3) = (1, —8, 13,0, —13, 8, —1)/48. Sendo K; = h—dC,», temos

(K*3’ K*2’ K*l? KO? Kl? K2’ K3) = (1’ _8’ 13’ 07 _13’ 87 _1)/8}13’

usando a Equacdo (23), temos:

Fr =30 +8f(x —2h) + 13f(x —h) — 13f(x + h) + 8£(x +2h) — f(x + 3h)

e +0(h*) (A6)

£ =

Exemplo 2:
Calcular a derivada de 4 ordem de f'(x).

a) Com diferenga progressiva usando expansdo de Taylor até 12 ordem. Entdo,d = 4ep =1, L =4,a =0¢eb = 4.
0 sistema linear da Equagdo (20) é:

11 1 1 Co 0
01 2 3 4 el 0
01 4 9 16 G |=10 (A7)
01 8 27 64 Cs 0
0 1 16 81 256 Cs 1
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Figura 17 — Mapas de contorno da 4.5 4 calculados por derivada. a) Analitica, b) FFT, ¢) FFT++ e d) FDFP-5.

. - d!
Possui solugdo (Co, C1, Ca, C3, C4) = (1, —4, 6, —4, 1)/24. Sendo K; = h—dC,-, temos

(Ko, K1, K2, K3, Ka) = (1, 4,6, —4,1)/ h*,

usando a Equacdo (23), temos:
fx)—4f(x+h)+6f(x+2h)—4f(x+3h)+ f(x +4h)

i) = 7 + O(h) (A8)
b) Com diferenca central usando expansdo de Taylor até 1% ordem. Entdod =4, p =1, L = 4,a = -2, b = 2. 0 sistema
linear da Equacdo (20) é:
1 1 1 1 1 C_, 0
-2 -1 0 1 2 C_1 0
4 1 01 4 Co | =10 (A9)
-8 —1 0 1 8 Cq 0
16 1 0 1 16 Cy 1
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. . d!
Possui solugdo (C_p, C_1, Co, C1, C2) = (1, —4, 6, —4,1)/24. Sendo K; = h—dC,-, temos

(K_2, K_1, Ko, K1, K2) = (1, =4, 6, =4, 1)/ h*,

usando a Equacdo (23), temos:

S =2h)—4f(x—h)+6f(x)—4f(x+h)+ f(x +2h)

£ = > + oMY (A10)
¢) Com diferenca central usando expansdo de Taylor até 22 ordem. Entdod = 4, p =2, L = 6,a = —3, b = 3. 0 sistema
linear da Equacdo (20) é:
i 1 1111 1 1T s [0 ]
-3 -2 -1 0 1 2 3 C_, 0
9 4 1 01 4 C_ 0
-27 -8 -1 0 1 8 27 Co = 0 (A11)
81 16 1 01 16 81 Cy 1
—243 =32 —1 0 1 32 243 Cy 0
| 729 64 1 0 1 64 729 || C3 | | 0]
. - d!
Possui solugdo (C_3, C_2, C_1, Co, C1, C2, C3) = (=1, 12, =39, 56, —39, 12, —1)/144. Sendo K; = h—dC,-,
temos

(K—3’ K—27 K—l! K09 Klv K27 K3) = (_19 129 _395 561 _397 12, _1)/}141
usando a Equacdo (23), temos:

Fr =30 +39F(x —h) +56£(x) —39f(x +h) + 121 (x +2h) — f(x +3h)
6h4

fx) = — +O(h*) (A12)
APENDICE B - FORMULAS ANALITICAS DOS GRADIENTES E TENSORES DO POTENCIAL GRAVIMETRICO DE UM
CILINDRO HORIZONTAL

0 potencial gravitacional causada por um cilindro sélido é dado por:

1

U(p) = 2ra*yplog <—> (B1)
r

onde a é 0 raio do cilindro, y a constante gravimétrica, o a densidade do cilindro e » a distancia da fonte em (xo, zg) € observador

em (x, z), dada por 2 = (Ax2 4+ Az?), onde Ax = x — xo € Az = z — z,. Podemos calcular a 12 e 22 derivada em relagdo a
x e aderivada cruzada em relagdo a z:

Ux = —27m2yp I:A—;:| (B2)
r
2 2
Uxx =2wad’yp [u} (B3)
r
Uxz = 4na’yp [AxA‘Azi| (B4)
r

Para encontrar a Uz e Uzz, basta permutar Ax por Az nas Equaces (B2) e (B3), respectivamente. Para a derivada cruzada
Uzx = Uxz.
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APENDICE C - FORMULAS ANALITICAS DOS GRADIENTES E TENSORES DO CAMPO MAGNETICO TOTAL DE UM
CILINDRO HORIZONTAL

A anomalia magnética de campo total causada por um cilindro horizontal é dada por:

Bl | . . - jom
AT(p) = [(f-f)(M-f)—T} (c1)

onde « é 0 raio do cilindro, x € a susceptibilidade magnética, | 8| 0 modulo do campo de indugdo magnética, » a distancia da fonte
em (xo, zo) € observador em (x, z), dada por 2 = (Ax2 + Az2),0nde Ax = x —xp € Az = z — zg, M = (my, m>)
0 versor direcao da magnetizacdo 2D e f = (fx, f2) oversor direcdo do campo magnético ambiente 2D.

Derivando analiticamente essa expressdo, encontramos as seguintes equagdes dos gradientes e tensores:

1,2
x| Bla 4 3
Dx = 2 2Ax(o +a3) + s — (1 Ax + s Axy + a3 Ax”) (C2)
r r
4 2 2
= 5| 2(2 +a3) — —2(a1 + 2004 Ax + Sa3 Ax” + 20 Ax”)
x| B la r
Dxx = 7 4 (C3)
r
+—4(6a3 Ax? + 6as Ax3 + 60 Ax? — a4Ax3)
P
onde:
o) = fzmzA22
Jxmx + fom;
o = —=
2
a3 = fymy
ay = (fam;+ fomy)Az
Para a derivada cruzada Dxz = Dzx, obtemos:
4
= 0| 01— F (@182 + g Az + s + 2¢5A2)
x| Bla r
Dxz = 7 (C4)
r

6
+r—4(¢3 Az + 44 Az% + 4psAzY)
onde:

¢] = fxmz + ﬁmx

¢ = Q@fimx+ fom:z)Ax
¢s = 4fim,Ax

bs = (femz—+ fomy)Ax?
¢s = fom:Ax

Para encontrar a Dz e Dzz, basta permutar Ax por Az, f; por £ & m, por m nas Equacdes (C2) e (C3), respectivamente.

APENDICE D - FORMULAS ANALITICAS DOS GRADIENTES E TENSORES DO POTENCIAL GRAVIMETRICO DE UMA
ESFERA SOLIDA

0 potencial gravitacional causada por uma esfera sélida é dado por:

4 1
Up) = —gﬂa3yp [ } (D1)

7
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onde a € 0 raio da esfera, y a constante gravimétrica, o a densidade da esfera e » a distancia da fonte em (x¢, yo, zo) € observador
em (x, y, z), dada por r> = (Ax? + Ay? + Az?),onde Ax = x —xg, Ay = y — y9 € Az = z — zo. Podemos calcular a 12
e 22 derivada em relagdo a x e a derivada cruzada em relagdo a y:

4 A
Ux = 374 y,o|: xi| (D2)
4 2Ax% — Ay? — AZ?
Uxx = —na’yp |: al Sy z :| (D3)
3 r
Uxz = 4na’yp |:AxAyi| (D4)
rd

Paraencontrara Uy e Uyy, basta permutar Ax por Ay nas Equacdes (D2) e (D3), respectivamente. Para encontrara Uz e Uzz,
basta permutar Ax por Az nas EquacGes (D2) e (D3), respectivamente. Para encontrar a Uxz, basta trocar Ay por Az na Equacdo
(D4). Para encontrar a Uyz, basta trocar Ax por Ay e Ay por Az na Equagdo (D4).

APENDICE E - FORMULAS ANALITICAS DOS GRADIENTES E TENSORES DO CAMPO MAGNETICO TOTAL DE UMA
ESFERA SOLIDA

A anomalia magnética de campo total causada por uma esfera sélida é dada por:

(B[ o o feN
AT(p) = £ [(f~f)(M~f)—T] (E1)

onde @ € 0 raio da esfera, x € a susceptibilidade magnética | B| 0 modulo do campo de inducdo magnética, » a distancia da fonte
em (xo, yo, zo) & observador em (x, y, z), dada por 2 = (Ax? + Ay? + Az2) onde Ax = x —x9, Ay =y — yp €
Az =z —zg, M = (mx, my, mz) & 0 versor direcdo da magnetizacdo 3D e / = (fx, fy, fz) 6 0 versor direcdo do campo
magnético ambiente 3D.

Derivando analiticamente essa expressdo, encontramos as seguintes equag@es dos gradientes e tensores:

—
Bla’ 5 ]
px = X! r5|a [ﬂ4 +2B30x 32 0x — (B3 A + fadx’ + B Ax) (E2)
. _
Fla | 265+ ZOBA +3BaAx + i+ 32007
Dxx = X 3 (E3)
r 35 4 3 2
+r—4(,83Ax + BaAx” + B1Ax")

onde:
pr = fymyAJ’2 + fym:AzAy + fm, Ay Az
ﬁz — f:\’mx + fymy + ﬁmz
3
Bs = fimy
Bs = fimyAy+ fymyAy + fim:Az + fomy Az

Para as derivadas cruzadas, obtemos:

1
Bl | Gt 018> + 20, Ay + 5604Ay)

Dxy =
y 3

. (E4)
—i—r—4(92Ax3 + 63Ay% — 5Ay)
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onde:
O = fimy+ fymy
0 = =5fymyAx
03 = —S(fxmysz + fymxAx2 + fim:Ax + fomy, Ax)
Oy = 2fimiAx + fimAx + fomy Az + (fumyx + fymy, + fom;) Az
05 = —S(fxmxAx3 + fxmzAzsz + fzmxAzsz + fszAzzAx)

Para encontrar Dy e Dyy, basta permutar Ax por Ay, fx por fy e mx por my nas Equagoes (E2) e (E3), respectivamente.
Para encontrar Dz e Dzz basta permutar Ax por Az, fx por fz e mx por mz nas Equacdes (E2) e (E3), respectivamente. Para
egncontrar Dxz basta permutar Ay por Az, fy por fz e my por mz na Equacdo (E4). Para encontrar Dyz basta permutar Ay por
Az, fx por £z emx por mz na Equacdo (E4).
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